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6. Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Lane 916.1. Espetros de Eilenberg{MaLane f-loales . . . . . . . . . 926.2. Algunos ejemplos. Loalizaiones de HZ . . . . . . . . . . . 976.3. Espetros anillo s�olidos y r��gidos . . . . . . . . . . . . . . . 1016.4. Espetros de Eilenberg{MaLane reduidos . . . . . . . . . 105
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IntroducciónLa loalizai�on es una t�enia bien onoida en �algebra onmutativa y geo-metr��a algebraia. La onstrui�on de anillos de fraiones y el proesoasoiado de loalizai�on de m�odulos permiten reduir el estudio global deiertas propiedades referentes a un ierto anillo a un estudio loal que in-volura anillos m�as senillos. Muhas de las propiedades formales de lasloalizaiones de m�odulos son ompartidas por otras transformaiones depareida naturaleza de�nidas en otros ontextos. Este heho ondujo a unaaxiomatizai�on del onepto de funtor de loalizai�on en ategor��as arbi-trarias, on una terminolog��a similar a la del �algebra, o on otros nombres[BW85℄, [GZ67℄, [Ma71℄.La implementai�on de la loalizai�on en topolog��a algebraia tuvo susra��es en los trabajos de Serre [Ser53℄ y Adams [Ada61℄, y se empez�o a for-malizar graias a las ontribuiones de Sullivan [Sul70℄, [Sul74℄ y Quillen[Qui69℄, prinipalmente. Las loalizaiones de tipos de homotop��a han sidoestudiadas de manera partiularmente extensa en el aso de loalizai�onen primos [BK72a℄, [HMR75℄. Las loalizaiones homol�ogias generalizanla loalizai�on en primos y fueron la v��a prinipal de transporte a la homo-top��a estable [Bou75℄, [Bou79a℄, [Bou79b℄, [Rav84℄, as�� omo la herramientaprinipal para el �alulo de los grupos de homotop��a estables de las esferasdurante muhos a~nos [DHS88℄, [HS98℄, [Mah67℄, [Rav86℄.En las dos �ultimas d�eadas ha ido aumentando ada vez m�as el usode t�enias del �algebra onmutativa en homotop��a estable (v�ease [GM95℄,[EKMM97℄). La teor��a de homotop��a estable se entra en el estudio delos espetros y aptura una parte esenial de las propiedades homot�opiasde los espaios, presindiendo de los fen�omenos peuliares que se dan endimensiones onretas. La ategor��a de homotop��a estable es una ategor��aaditiva triangulada, lo ual aera muho su estudio al de las ategor��asderivadas de anillos.



iv IntroducciónDesde la d�eada de 1960 se han venido utilizando los espetros deAdams{Boardman [Ada74℄, [Boa64℄ omo modelos para la homotop��a esta-ble, aunque los modelos de Bous�eld{Friedlander [BF78℄ se adaptan mejoral formalismo de la teor��a de ategor��as de modelos de Quillen. El produtosmash de espetros en la ategor��a de Adams{Boardman es onmutativoy asoiativo salvo homotop��a, pero no lo es en la ategor��a subyaente deespetros. La onstrui�on de una ategor��a de espetros on un produtosmash estritamente asoiativo, onmutativo y on unidad ha sido uno delos problemas importantes de la teor��a de homotop��a estable, pese a que du-rante algunos a~nos se pens�o que una tal ategor��a no pod��a existir [Lew91℄.La solui�on a este problema se obtuvo reientemente on la aparii�on dedos nuevas ategor��as de modelos para la homotop��a estable: la ategor��ade S-m�odulos [EKMM97℄ y la ategor��a de espetros sim�etrios [HSS00℄.Estas nuevas ategor��as permiten trasladar �elmente diversas t�enias yonstruiones del �algebra onmutativa a la ategor��a estable, y trabajaron \espetros anillo" y \espetros m�odulo" de la misma manera que onsus an�alogos algebraios. Por ejemplo, la ategor��a derivada de un anillo Ron unidad es equivalente a la ategor��a homot�opia de espetros m�odulosobre el espetro anilloHR de la homolog��a ordinaria on oe�ientes en R.Uno de los resultados entrales de esta memoria establee que, bajohip�otesis apropiadas, los funtores de loalizai�on en la ategor��a homot�opiaestable transforman espetros anillo en espetros anillo, y espetros m�odu-lo sobre un anillo en espetros m�odulo sobre el mismo espetro anillo (oinluso sobre el loalizado de ese espetro).Estos y otros resultados reientes en teor��a de loalizai�on tratan de laonservai�on de estruturas bajo la ai�on de las loalizaiones. Dado unobjeto X on una determinada propiedad o estrutura y un funtor de lo-alizai�on L, se estudia si LX posee o no la misma propiedad o estrutura.Existe una gran antidad de estruturas que se onservan bajo el efetode las loalizaiones (v�ease [Bas03℄, [Cas94℄, [Cas00℄). Por ejemplo, la lasede los espaios que esinden omo produtos de espaios de Eilenberg{MaLane, tambi�en llamados GEMs, se onserva uando apliamos un fun-tor de loalizai�on, y lo mismo ourre on los H-espaios o los espaios delazos.Algunas de estas estruturas que se onservan bajo loalizaiones pue-den inluirse dentro del maro m�as general de �algebras sobre op�eradas. Lasop�eradas son objetos que odi�an estruturas algebraias. Fueron utiliza-



vdas a prinipios de los 70 omo herramientas en teor��a de homotop��a parael estudio de los espaios de lazos iterados [BV73℄, [May72℄. El estudio delas op�eradas en ategor��as monoidales sim�etrias ha permitido importan-tes apliaiones en �algebra, topolog��a y f��sia [BM03℄, [GNPR04℄, [Laa03℄,[Man01℄, [Mar96℄, [MSS02℄.
Localización homotópicaLa loalizai�on on respeto a una apliai�on ontinua f fue desarrolladapor Bous�eld [Bou94℄, [Bou97℄ y Farjoun [Far96℄ prinipalmente. Se trata deuna onstrui�on universal en la ategor��a homot�opia de los espaios (CW-omplejos o onjuntos simpliiales) que onvierte a f en una equivaleniahomot�opia. Los funtores de f-loalizai�on inluyen omo asos partiu-lares transformaiones idempotentes ya onoidas, omo las loalizaioneshomol�ogias, la onstrui�on plus de Quillen, las seiones de Postnikov,o las loalizaiones en onjuntos de primos. La teor��a de f-loalizai�on tu-vo importantes reperusiones en el estudio de torres rom�atias inestables,teor��a K y lases de Bous�eld, entre otros oneptos.En [Bou96℄, Bous�eld aplia el lenguaje de loalizai�on on respeto auna apliai�on a la homotop��a estable, en un intento de relaionar la perio-diidad estable on la inestable. Como onseuenia, apareen nuevas trans-formaiones idempotentes, que generalizan las loalizaiones homol�ogiasestables y otras onstruiones l�asias en la ategor��a de los espetros omolas seiones de Postnikov o las loalizaiones en onjuntos de primos.En su forma m�as general, la noi�on de loalizai�on homot�opia on res-peto a un mor�smo f puede de�nirse en ualquier ategor��a de modelos
C que sea simpliial. Los ejemplos de ategor��as de modelos simpliialesinluyen tanto la homotop��a inestable (onjuntos simpliiales) omo la ho-motop��a estable (espetros sim�etrios [HSS00℄). Sin embargo, para poderasegurar la existenia de estos funtores de f-loalizai�on para ualquiermor�smo f es neesario suponer algunas hip�otesis adiionales sobre la a-tegor��a C.La onstrui�on del funtor de f-loalizai�on utiliza de manera ruialel small objet argument de Quillen [Hir03, 10.5℄, que permite realizarfatorizaiones funtoriales en ategor��as de modelos. Las ideas para estaonstrui�on de f-loalizaiones en ategor��as de modelos simpliiales apa-



vi Introducciónreen ya en [Bou77℄. En [Far96℄, Farjoun onstruye la f-loalizai�on en lasategor��as de CW-omplejos y onjuntos simpliiales. M�as reientemente,la ompleta monograf��a de Hirshhorn [Hir03℄ demuestra la existenia de f-loalizaiones en una lase m�as amplia de ategor��as (ategor��as elulares),que inluyen las ategor��as de espaios topol�ogios Hausdor� ompata-mente generados y onjuntos simpliiales, ambas on y sin punto base, y laategor��a de espetros sim�etrios.
Anillos y módulos en homotoṕıa estableLa ategor��a homot�opia estable es una ategor��a monoidal sim�etria, onun produto smash asoiativo y onmutativo salvo homotop��a. Un espetroanillo en sentido l�asio es un objeto monoide en la ategor��a homot�opiaestable. As��, un espetro anillo E es un espetro dotado de dos apliaiones� : E ∧ E −→ E y � : S −→ E, donde S es el espetro de las esferas, quejuega el papel de la unidad de la ategor��a monoidal. Estas dos apliaionesse llaman produto y unidad de E respetivamente y veri�an ondiionesde asoiatividad y unidad dadas por la onmutatividad salvo homotop��a delos siguientes diagramas:E ∧ E ∧ E 1∧�
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ssssssssssE:Los espetros m�odulo sobre un espetro anillo se de�nen an�alogamenteomo los m�odulos sobre monoides en la ategor��a homot�opia estable. Deesta manera, si E es un espetro anillo, un espetro m�odulo sobre E o unE-m�odulo es un espetroM junto on una apliai�onm : E ∧M −→M talque los siguientes diagramas onmutan salvo homotop��a:E ∧ E ∧M 1∧m //�∧1
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²²M:La ategor��a de los E-m�odulos homot�opios, E-hmod, se de�ne omo laategor��a de Eilenberg{Moore asoiada a la m�onada (E ∧−; �∧ 1; �∧ 1) enla ategor��a homot�opia estable.



viiLas primeras ategor��as de modelos para la homotop��a estable dotadasde un produto smash estritamente asoiativo y onmutativo fueron la a-tegor��a de los S-m�odulos [EKMM97℄ y la ategor��a de los espetros sim�etri-os [HSS00℄. Estas dos ategor��as permiten de�nir estruturas de espetrosanillo y espetros m�odulo tanto en la propia ategor��a de modelos (estrutu-ras \estritas") omo en la ategor��a de homotop��a (estruturas \homot�opi-as"). Las estruturas de espetro anillo estrito y espetro m�odulo estritose de�nen igual que sus an�alogas homot�opias, on la exepi�on de que losdiagramas onmutan estritamente, no s�olo salvo homotop��a. Si tomamosomo modelo la ategor��a de los espetros sim�etrios Sp�, dado un espetroanillo E, la ategor��a de los E-m�odulos estritos, E-mod, es la ategor��a deEilenberg{Moore asoiada a la m�onada (E ∧ −; � ∧ 1; � ∧ 1) en Sp�.En esta memoria se estudia el efeto de los funtores de f-loalizai�onsobre las estruturas de espetro anillo y espetro m�odulo homot�opios,y se demuestra que esas estruturas se onservan para una amplia lasede funtores bajo iertas hip�otesis de onetividad. Como onseuenia, seobtienen resultados sobre onservai�on de estruturas de GEMs estables,an�alogos a los que se obtienen en el aso inestable [Far96℄. Los GEMs es-tables est�an araterizados por ser exatamente los m�odulos homot�opiossobre el espetro HZ de la teor��a de homolog��a ordinaria.Tambi�en se analiza la relai�on que existe entre la ategor��a de los E-m�odulos homot�opios E-hmod y la ategor��a homot�opia de los E-m�odulosestritos Ho(E-mod). En algunos asos, por ejemplo si E = HZ, estas dosategor��as son equivalentes.Diversos ejemplos muestran que las loalizaiones no s�olo onservan lasestruturas homot�opias de anillo, sino tambi�en las estritas. Para el estu-dio de la onservai�on de anillos estritos es neesario analizar el aso m�asgeneral de onservai�on de estruturas de �algebras sobre op�eradas. En unaategor��a de modelos monoidal y sim�etria en la ual tenga sentido la de�-nii�on de op�eradas, los monoides est�an araterizados por ser las �algebrassobre una op�erada Ass. La ategor��a de las op�eradas puede dotarse de unaestrutura de ategor��a de modelos en muhos asos [BM03℄, por ejemplouando trabajamos on op�eradas de onjuntos simpliiales. As��, si de�ni-mos omo A∞ la op�erada obtenida tomando una resolui�on o�brante dela op�erada Ass en la ategor��a de onjuntos simpliiales, los A∞-espaiosson los espaios de lazos, y en la ategor��a de espetros sim�etrios (queest�a enriqueida en onjuntos simpliiales) los A∞-espetros son los espe-



viii Introduccióntros anillo estritos, tambi�en llamados espetros anillo A∞. Veremos quelos funtores de loalizai�on onservan estruturas de �algebras sobre op�era-das o�brantes bajo iertas ondiiones, lo ual tiene omo onseuenia laonservai�on de espetros anillo estritos.
Contenido del trabajo y resultados principalesEl primer ap��tulo de la memoria sirve de introdui�on a la teor��a de ho-motop��a estable. En �el se desribe la evolui�on de la homotop��a estable ysus propiedades, desde el modelo de Spanier{Whitehead de 1953 [SW53℄,pasando por la ategor��a l�asia de Adams{Boardman [Ada74℄, [Boa64℄,hasta los modelos m�as atuales omo son la ategor��a de los S-m�odulos[EKMM97℄, la ategor��a de los espetros sim�etrios [HSS00℄, o el trata-miento axiom�atio de [HPS97℄.Reordaremos los oneptos m�as importantes de la ategor��a homot�opi-a estable de Adams{Boardman [Ada74℄, que usaremos en la mayor partede esta memoria. Nos entraremos sobre todo en sus elementos b�asios: lanoi�on de espetro, el produto smash y las teor��as de homolog��a y oho-molog��a.La ategor��a de los S-m�odulos y la de los espetros sim�etrios son a-tegor��as de modelos para la homotop��a estable on un produto smashasoiativo, onmutativo y unitario en sentido estrito. La ategor��a de losespetros sim�etrios, de la que tambi�en reordaremos brevemente las de-�niiones m�as importantes, ser�a la que utilizaremos uando neesitemostrabajar espe���amente en una ategor��a de modelos.Las propiedades b�asias de la ategor��a de homotop��a estable son om-partidas por otras ategor��as, sobre todo algebraias. Reordaremos estaspropiedades omunes, que se desriben en [Mar83℄ y de forma axiom�ati-a en [HPS97℄, y que inluyen entre otras las de ategor��a triangulada oategor��a monoidal sim�etria. Estos oneptos se utilizar�an en posterioresap��tulos de la memoria.El segundo ap��tulo se dedia a estudiar los funtores de f-loalizai�onen ategor��as de modelos simpliiales. Se reuerdan las de�niiones de a-tegor��a de modelos de Quillen [Qui67℄, [Hov99℄, ategor��a simpliial y otrosoneptos omo ategor��a de modelos propia o ategor��a loalmente presen-table.



ixLa existenia de funtores de f-loalizai�on para ualquier apliai�on fest�a garantizada uando la ategor��a de modelos en la que trabajamos tienebuenas propiedades. Estas propiedades inluyen ser una ategor��a simpli-ial, o�brantemente generada, propia por la izquierda y loalmente presen-table. La onstrui�on de estos funtores se basa en el small objet argumentde Quillen [Hir03, 10.5℄ y las ideas de esta onstrui�on ya apareen en unart��ulo de Bous�eld [Bou77℄, aunque de heho se remontan al trabajo deGabriel{Zisman [GZ67℄.En la memoria se desarrolla on detalle esta onstrui�on para las ate-gor��as que satisfaen las ondiiones anteriores. Estas ategor��as inluyen,por ejemplo, la ategor��a de onjuntos simpliiales, y en el aso de la ho-motop��a estable, la ategor��a de espetros sim�etrios. De esta manera, seonstruye un funtor de f-loalizai�on Lf : C −→ C que invierte de mane-ra universal la apliai�on f . Este funtor es idempotente en la ateogor��ahomot�opia y onserva equivalenias d�ebiles.El funtor Lf permite dotar a la ategor��a C de una nueva estruturade ategor��a de modelos LfC, en la que las equivalenias d�ebiles son las f-equivalenias, es deir, las apliaiones g tales que Lfg es una equivaleniad�ebil, y las o�braiones de LfC son las mismas que las de la estrutura demodelos original de C. De este modo, una f-loalizai�on de un objeto en Ces exatamente una aproximai�on �brante a ese objeto en la ategor��a demodelos loalizada.En el ap��tulo 3 se onsideran funtores de f-loalizai�on en la ategor��ahomot�opia estable. Tomando omo ategor��a de modelos la de los espetrossim�etrios, sabemos que existe ualquier funtor de f-loalizai�on en esta a-tegor��a, el ual a su vez da lugar a un funtor de f-loalizai�on al pasar a laategor��a homot�opia. Siguiendo [Bou96℄, los oneptos de espetro f-loaly f-equivalenia se de�nen utilizando el reubridor onetivo F (−;−) delespetro de funiones F (−;−), puesto que sus grupos de homotop��a oini-den on los del onjunto simpliial Map(−;−) de la ategor��a de espetrossim�etrios. El heho de utilizar el reubridor onetivo F (−;−) juega unpapel lave en el estudio de la interai�on de las f-loalizaiones estableson el funtor suspensi�on.Dada una apliai�on de espetros f-loales, su �bra homot�opia tam-bi�en es f-loal. De ah�� se dedue que la lase de los espetros f-loalesest�a errada por desuspensiones y la lase de las f-equivalenias est�a erra-da por suspensiones. Este heho pone de mani�esto la importania del



x Introducciónestudio de la relai�on entre la f-loalizai�on y la suspensi�on. Para adaespetro X hay una apliai�on natural�LfX −→ Lf�X:Diremos que Lf onmuta on la suspensi�on o que es un funtor exato (otriangulado en el sentido de [Nee01℄) si esta apliai�on es una equivaleniahomot�opia para todo X. Esta lase de funtores tienen buenas propiedadesde lausura de espetros f-loales y f-equivalenias por suspensiones y de-suspensiones arbitrarias y de onservai�on de o�braiones. Demostraremosel siguiente teorema que arateriza estos funtores:
Teorema. Sea f : A −→ B una apliai�on de espetros. Son equivalentes:i) �LfX ≃ Lf�X para todo espetro X.ii) �kLfX ≃ Lf�kX para todo espetro X y todo k ∈ Z.iii) Si E es un espetro f-loal, entones �kE es f-loal para todok ∈ Z.iv) Si g es una f-equivalenia, entones �kg es una f-equivaleniapara todo k ∈ Z.v) LfX ≃ L�kfX para todo espetro X y para todo k ∈ Z.vi) La apliai�on F (B;E) −→ F (A;E) induida por f es una equiva-lenia homot�opia para todo espetro E que sea f-loal.vii) Si E es f-loal, entones F (X;E) es f-loal para todo espetro X.viii) Si g : X −→ Y y h : M −→ N son f-equivalenias arbitrarias,entones g ∧ h : X ∧M −→ Y ∧N es una f-equivalenia.ix) Si X −→ Y −→ Z es una o�brai�on de espetros, entonesLfX −→ LfY −→ LfZ tambi�en es una o�brai�on.Hay otra lase de funtores importantes que asi onmutan on la sus-pensi�on, y que de�nimos omo funtores de loalizai�on uasi-exatos. Sonaquellos que tienen la propiedad de que, dada una o�brai�on de espetrosX −→ Y −→ Z en la ual X y Z son f-loales, entones Y tambi�en loes. Estos funtores asi onservan o�braiones; de heho, demostraremos



xique si el funtor de loalizai�on es uasi-exato, entones onserva todas laso�braiones uya o�bra es f-loal.El primer ejemplo que aparee de funtores que no onmutan on lasuspensi�on son las seiones de Postnikov. Las seiones de Postnikov sonun aso partiular de funtores de nuli�ai�on, que son f-loalizaiones enlas que la apliai�on f es de la forma f : A −→ ∗ para alg�un espetro A. Elfuntor de nuli�ai�on on respeto a A se denotar�a PA. Cuando A = �k+1S,el funtor de nuli�ai�on que se obtiene es la k-�esima sei�on de Postnikov.Las nuli�aiones son ejemplos de funtores de loalizai�on uasi-exatos.La relai�on entre los funtores de f-loalizai�on y las nuli�aiones esmuy estreha. Si C es la o�bra de la apliai�on f , siempre tenemos unatransformai�on natural de funtoresPC −→ Lf :Demostraremos que uando el funtor Lf onmuta on la suspensi�on, estatransformai�on natural es una equivalenia. De heho, Lf onmuta on lasuspensi�on si y s�olo si PC onmuta on la suspensi�on.La loalizai�on de espetros en onjuntos de primos se de�ne an�aloga-mente a la loalizai�on en primos de espaios y grupos. Si P es un onjuntode primos y X es un espetro, la P -loalizai�on de X es la apliai�on1 ∧ � : X ≃ X ∧ S −→ X ∧MZP ;donde MZP es un espetro de Moore para el anillo de los enteros P -loalizados y � es la apliai�on induida por la unidad en ZP . La loalizai�onen primos en un aso partiular de f-loalizai�on. Los espetros P -loalesson preisamente aquellos uyos grupos de homotop��a son ZP -m�odulos.En el ap��tulo 4 se desribe �omo afeta a las estruturas de espetro ani-llo y espetro m�odulo la ai�on de un funtor de loalizai�on en la ategor��ahomot�opia estable. Demostraremos que, uando el funtor de loalizai�ononmuta on la suspensi�on, onserva las estruturas de espetro anillo yespetro m�odulo.
Teorema. Si un funtor de loalizai�on Lf onmuta on la suspensi�on,entones se umple lo siguiente:i) Si E es un espetro anillo, entones el espetro LfE adquiere una�unia estrutura de espetro anillo tal que la apliai�on de loali-zai�on lE : E −→ LfE es una apliai�on de anillos. Si adem�as Ees onmutativo, entones tambi�en lo es LfE.



xii Introducciónii) Si M es un espetro E-m�odulo, entones el espetro LfM adquiereuna �unia estrutura de E-m�odulo tal que la apliai�on de loali-zai�on lM : M −→ LfM es una apliai�on de E-m�odulos. Adem�asLfM admite una �unia estrutura de LfE-m�odulo que extiendela estrutura de E-m�odulo.Los funtores de loalizai�on que no onmutan on la suspensi�on no on-servan en general estas estruturas. Un ontraejemplo nos lo proporiona elespetro K(n) de las teor��as K de Morava. El espetro K(n) es un espetroanillo y sin embargo su sei�on de Postnikov en el nivel ero K(n)(0) noadmite estrutura de espetro anillo. Considerando K(n) omo un m�odulosobre s�� mismo se demuestra tambi�en queK(n)(0) no puede tener estruturade K(n)-m�odulo.Esta falta de onservai�on de estruturas de los funtores de loalizai�onque no onmutan on la suspensi�on puede soluionarse si a~nadimos algunasondiiones de onetividad.
Teorema. Si Lf es un funtor de loalizai�on ualquiera, entones seumple lo siguiente:i) Si E es un espetro anillo onetivo y LfE es onetivo, entonesel espetro LfE adquiere una �unia estrutura de espetro anillotal que la apliai�on de loalizai�on lE : E −→ LfE es una aplia-i�on de anillos. Si adem�as E es onmutativo, entones tambi�enlo es el espetro LfE.ii) Si M es un espetro E-m�odulo, donde E es un espetro anillo o-netivo, entones el espetro LfM adquiere una �unia estruturade E-m�odulo tal que la apliai�on de loalizai�on lM : M −→ LfMes una apliai�on de E-m�odulos. Adem�as si LfE tambi�en es o-netivo, LfM admite una �unia estrutura de LfE-m�odulo queextiende la estrutura de E-m�odulo.Como onseuenia de este teorema se puede derivar la onservai�on deotras estruturas, omo los GEMs estables. Los GEMs estables se de�nenomo los espetros E tales queE ≃

∨k∈Z

�kHAk:



xiiiCuando los Ak son todos R-m�odulos, se die que E es un R-GEM estable.Esta propiedad de esisi�on de los R-GEMs estables nos permite arate-rizarlos preisamente omo los espetros m�odulo sobre el espetro anilloHR. De este modo, el teorema anterior junto on el heho de que HR esun espetro onetivo nos permiten probar lo siguiente:
Teorema. Sea R un anillo on unidad y f una apliai�on ualquiera. SiE es un R-GEM estable, entones LfE tambi�en es un R-GEM establey la apliai�on de loalizai�on lE : E −→ LfE es una apliai�on deHR-m�odulos.En el aso m�as senillo de que el GEM estable est�e formado por un�unio espetro de Eilenberg{MaLane, demostramos un resultado an�alogoal del aso inestable [Bou82℄, [Far96℄ sobre los grupos de homotop��a de suloalizai�on.
Teorema. Sea G un grupo abeliano y sea k ∈ Z. Entones tenemos unaequivalenia Lf�kHG ≃ �kHG1 ∨ �k+1HG2omo HZ-m�odulos, para iertos grupos abelianos G1 y G2. Si G es unR-m�odulo, entones G1 y G2 tambi�en lo son.As��, la loalizai�on de un GEM estable puede ser obtenida a partir delas loalizaiones de los espetros de Eilenberg{MaLane que lo forman, esdeir, si E ≃ ∨k∈Z�kHAk, entones LfE ≃ ∨k∈ZLf�kHAk.Los dos siguiente ap��tulos tratan sobre la loalizai�on de espetros deEilenberg{MaLane. En el ap��tulo 5 nos entraremos en el aso partiu-lar de las loalizaiones homol�ogias. Estas loalizaiones fueron iniiadaspor Adams en [Ada73℄ para espaios topol�ogios. Bous�eld desarroll�o pos-teriormente esta teor��a y demostr�o su existenia para espaios [Bou75℄ yespetros [Bou79a℄.Los funtores de loalizai�on homol�ogia son asos partiulares de fun-tores de f-loalizai�on que invierten de manera universal las equivaleniasrespeto a una teor��a de homolog��a dada. Dado un espetro E, se denotapor LE el funtor de loalizai�on homol�ogia on respeto a E. En [Bou79a℄se estudian las loalizaiones LEX uando los espetros E y X son am-bos onetivos. El mismo problema para el aso de espaios de Eilenberg{MaLane fue tratado por Bous�eld en [Bou82℄. En este ap��tulo, nosotros



xiv Introducciónestudiamos la loalizai�on homol�ogia LEHG para ualquier grupo abelia-no G y ualquier espetro E, no s�olo los onetivos, y veremos que estaloalizai�on va a venir determinada por el heho de que los espetros HZ=py HQ sean o no a��lios on respeto a E. Como todo funtor de loali-zai�on homol�ogia onmuta on la suspensi�on, podemos extender nuestrosresultados a loalizaiones homol�ogias de HR-m�odulos.Presentaremos algunos �alulos expl��itos de loalizaiones on respetoa teor��as de homolog��a onretas. Demostraremos, por ejemplo, que la loa-lizai�on on respeto a teor��a K o on respeto a un espetro de Johnson{Wilson E(n) de ualquier HR-m�odulo es la raionalizai�on. En el aso deloalizaiones de espetros de Eilenberg{MaLane, determinamos exata-mente todas las posibles loalizaiones homol�ogias para diferentes gruposabelianos. Estas loalizaiones se determinan a partir de las ondiiones deailiidad de los espetros HQ y HZ=p on respeto a E y del onjuntode primos para los uales el grupo abeliano G no es �uniamente p-divisible.
Teorema. Sean Ap = Ext(Z=p∞; G), Bp = Hom(Z=p∞; G) y sea P el on-junto de primos p tales que HZ=p no es E-a��lio y G no es �unia-mente p-divisible. Dado un espetro ualquiera E y un grupo abelianoG tenemos lo siguiente:i) Si HQ es E-a��lio, entones LEHG ≃

∏p∈P (HAp ∨ �HBp).ii) Si HQ no es E-a��lio, tenemos una o�brai�onLEHG→ H(G⊗ Q) ∨ ∏p∈P(HAp ∨ �HBp) →MQ ∧
∏p∈P(HAp ∨ �HBp):La tabla siguiente muestra los �alulos obtenidos de todas las posiblesloalizaiones homol�ogias de espetros de Eilenberg{MaLane para variosgrupos abelianos, dependiendo de las ondiiones de E-ailiidad de losespetros HQ y HZ=p. Las olumnas orresponden, omenzando por laizquierda, a los asos EQ = 0 y E ∧ HZ=p = 0 para todo p; EQ 6= 0 yE ∧HZ=p = 0 para todo p; EQ = 0 y E ∧HZ=p 6= 0 para todo p ∈ P ; yEQ 6= 0 y E ∧HZ=p 6= 0 para todo p ∈ P .



xvLEHZ 0 HQ
∏p∈P HẐp HZPLEHZ=pk 0 0 HZ=pk HZ=pkLEHQ 0 HQ 0 HQLEHZR 0 HQ

∏p∈P∩RHẐp HZP∩RLEHZ=p∞ 0 0 �HẐp HZ=p∞LEHẐp 0 HQ̂p HẐp HẐpEn todos estos ejemplos, el �unio de los grupos abelianos uya loaliza-i�on del espetro de Eilenberg{MaLane asoiado tiene un posible grupode homotop��a en dimensi�on 1 es Z=p∞. Este grupo tiene la propiedad de serun grupo abeliano divisible. Para grupos abelianos reduidos, probaremosel siguiente resultado, que demostraremos tambi�en en el ap��tulo siguientede forma m�as general para un funtor de f-loalizai�on ualquiera.
Teorema. Si G es un grupo abeliano reduido y E es un espetro ual-quiera, entones LEHG ≃ HA para ierto grupo abeliano A.Utilizando este teorema y la desomposii�on de ualquier grupo abelianoomo una suma direta de un grupo divisible y otro reduido, deduimosque si en un grupo abeliano G no aparee Z=p∞ omo sumando diretopara ning�un primo p, o bien LEHZ=p∞ es 0 o HZ=p∞, entones LEHGtiene un solo grupo de homotop��a en dimensi�on 0.La �ultima parte de este ap��tulo se dedia a un aso espeial de loali-zaiones homol�ogias, los funtores de loalizai�on smashing. Estos funtoresest�an araterizados por el heho de que la loalizai�on de ualquier espe-tro se obtiene haiendo el produto smash on la loalizai�on del espetrode las esferas, es deir, LX ≃ X ∧ LS para todo espetro X. Todos losfuntores de loalizai�on smashing son loalizaiones homol�ogias L = LE,donde E = LS. Tambi�en se die que un espetro E es smashing uandoel funtor LE es smashing [Rav84℄. Los espetros K y E(n) son smashingpara todo n [DHS88℄. Para esta lase de funtores demostraremos que lahomolog��a de LS esta onentrada en dimensi�on ero. Esto ontrasta onel heho de que la homotop��a de LS puede ser no aotada; por ejemplo,LKS tiene in�nitos grupos de homotop��a no nulos en dimensiones positivasy negativas [Rav84℄.



xvi Introducción

Teorema. Si L es un funtor de loalizai�on smashing, entones se umpleque (HZ)k(LS) es 0 si k 6= 0 y es un subanillo de los raionales si k = 0.Cuando (HZ)0(LS) es exatamente Q, veremos que el funtor L es o bienla raionalizai�on, o bien LS tiene in�nitos grupos de homotop��a no nulosen dimensiones negativas. Este heho proporiona una nueva demostrai�onde que LKS y LE(n)S no est�an aotados inferiormente.En el ap��tulo 6 se desarrolla el aso general de f-loalizaiones de es-petros de Eilenberg{MaLane. El aso inestable ha sido tratado on ante-rioridad en [Far96℄ y [CRT00℄. Nuestros resultados extienden algunos de losresultados apareidos en estos trabajos a la ategor��a homot�opia estable.Hemos demostrado anteriormente que la loalizai�on de una suspensi�on deun espetro de Eilenberg{MaLane, �kHG, tiene omo m�aximo dos gruposde homotop��a no triviales en dimensiones k y k+ 1. Probaremos que estosdos grupos de homotop��a satisfaen iertas ondiiones en relai�on on elgrupo G. En onreto, si A = �k(LfHG) y B = �k+1(LfHG), entonesHom(A;A) ∼= Hom(G;A) y Hom(A;B) ∼= Hom(G;B):En algunos asos onretos, por ejemplo uando G es un grupo abelianolibre o G es Z=pk, veremos que el segundo de estos grupos de homotop��aes nulo. Estudiaremos las f-loalizaiones del espetro HG uando G es ungrupo abeliano �nitamente generado y, en partiular, u�ales son todas losposibles loalizaiones del espetro HZ.
Teorema. La loalizai�on del espetro �kHZ tiene omo m�aximo un gru-po de homotop��a no trivial, es deir, L�kHZ ≃ �kHA. Si A 6= 0, enton-es A umple que la apliai�on Hom(A;A) −→ A de�nida por ' 7→ '(1A)es un isomor�smo de grupos.Los grupos abelianos A on la propiedad anterior adquieren estruturade anillo y se llaman anillos r��gidos. La terminolog��a de anillos r��gidos fueutilizada por primera vez en [CRT00℄ para desribir las f-loalizaiones dela esfera S1. Sin embargo, este tipo de anillos ya hab��a sido estudiado ante-riormente on el nombre de E-anillos en otros ontextos [Sh73℄. Los anillosr��gidos inluyen, entre otros, los subanillos de Q, Z=n, los enteros p-�adiosy todos los anillos s�olidos en el sentido de Bous�eld{Kan [BK72b℄. Aunqueexisten anillos r��gidos de ardinalidad arbitrariamente grande [DMV87℄,hay grupos omo Z=p∞ o Q̂p que no admiten una estrutura de anillo r��gi-do. Por lo tanto, no existe ning�un funtor de loalizai�on tal que �k(L�kHZ)



xviisea Z=p∞ o Q̂p. Para ada anillo r��gido A, la apliai�on f : S −→ MA, in-duida por la unidad de A, da lugar a un funtor de f-loalizai�on tal queLfHZ ≃ HA. Esto nos permite demostrar el siguiente resultado:
Teorema. Hay una lase propia de funtores de f-loalizai�on no equiva-lentes en la ategor��a homot�opia estable.Este heho ontrasta on la existenia de s�olo un onjunto de lases deBous�eld [DP01℄ y por tanto s�olo un onjunto de loalizaiones homol�ogiasno equivalentes.El otro resultado importante de este ap��tulo es la generalizai�on del teo-rema sobre loalizaiones homol�ogias de espetros de Eilenberg{MaLaneon grupo de homotop��a reduido que vimos en el ap��tulo 5. Aqu�� demos-tramos ese teorema para funtores de f-loalizai�on en general.
Teorema. Si G es un grupo abeliano reduido y f es una apliai�onualquiera, entones Lf�kHG ≃ �kHA, para alg�un grupo abeliano A ypara todo k ∈ Z.Como onseuenia, si Z=p∞ no aparee omo sumando direto de ungrupo abeliano G para todo primo p, su loalizai�on Lf�kHG tiene omom�aximo un grupo de homotop��a no trivial en dimensi�on k para ualquierfuntor de loalizai�on Lf .En el ap��tulo 7 estudiamos la relai�on que existe entre las ategor��as deespetros m�odulo homot�opios y las ategor��as de espetros m�odulo estri-tos. En el ap��tulo 3 hemos trabajado on anillos y m�odulos homot�opios,que son los monoides y los m�odulos sobre monoides respetivamente enla ategor��a homot�opia estable. Los anillos y m�odulos estritos se de�nende igual manera, pero en la ategor��a de modelos. Para ello neesitamosuna ategor��a de modelos para la homotop��a estable que tenga un produtosmash estritamente asoiativo y onmutativo, omo la ategor��a de losespetros sim�etrios [HSS00℄. Una vez de�nidos los m�odulos homot�opiosy los estritos sobre un espetro anillo E, se onsidera en ada aso la a-tegor��a de Eilenberg{Moore asoiada a la m�onada de�nida por el funtorX 7→ E ∧X. Cuando onsideramos esta m�onada en la ategor��a homot�opi-a estable, su ategor��a de Eilenberg{Moore asoiada es la ategor��a de losE-m�odulos homot�opios, E-hmod. Cuando la onsideramos en la ategor��ade espetros sim�etrios, la ategor��a de Eilenberg{Moore asoiada es la a-tegor��a de E-m�odulos estritos, E-mod, que tiene tambi�en estrutura deategor��a de modelos.



xviii IntroducciónLas ategor��as de m�odulos estritos tienen mejores propiedades que lasde m�odulos homot�opios. Por ejemplo, la �bra de una apliai�on de m�odu-los estritos vuelve a ser un m�odulo estrito, mientras que este resultado esfalso en el aso de m�odulos homot�opios [May98℄. Estudiaremos la relai�onentre la ategor��a de los E-m�odulos homot�opios y la ategor��a homot�opi-a de los E-m�odulos estritos en el aso E = HR para un anillo R onunidad. La ategor��a HR-mod es equivalente en el sentido de Quillen ala ategor��a de omplejos de adenas no aotados de R-m�odulos [Rob87℄,[SS03℄. Las ategor��as HR-hmod y Ho(HR-mod) no son equivalentes engeneral, aunque en algunos asos, por ejemplo uando R = Z, s�� que existeuna equivalenia entre dihas ategor��as. Veremos �omo esta equivaleniadepende de la dimensi�on global del anillo R.
Teorema. Si R es un uerpo o un subanillo de Q, entones hay unaequivalenia de ategor��as entre Ho(HR-mod) y HR-hmod.Todos los m�odulos onsiderados en la memoria ser�an m�odulos por laizquierda.Por �ultimo, en el ap��tulo 8 tratamos sobre la onservai�on por funto-res de loalizai�on de estruturas de�nidas omo �algebras sobre op�eradasen una ategor��a de modelos simpliial y monoidal sim�etria. Estas estru-turas inluyen los espetros anillo estritos y los espaios de lazos, entreotras. Reordaremos las de�niiones de op�eradas y �algebras sobre op�eradasen ategor��as monoidales y algunos ejemplos. Veremos �omo dotar de unaestrutura de ategor��a de modelos a la ategor��a de las op�eradas, tal omose desribe en [BM03℄, y �omo de�nir �algebras sobre op�eradas simpliialesen la ategor��a de espetros sim�etrios o en ualquier ategor��a enriqueidaen onjuntos simpliiales.En una ategor��a de modelos monoidal y sim�etria en la ual tenga sen-tido la de�nii�on de op�eradas, los monoides est�an araterizados por ser las�algebras sobre una op�erada Ass. La op�erada A∞ se de�ne a partir de unaresolui�on o�brante de la op�erada Ass en la ategor��a de op�eradas de on-juntos simpliiales. Las �algebras sobre esta op�erada A∞ en la ategor��a deespaios (onjuntos simpliiales) son preisamente los espaios de lazos. Enla ategor��a de espetros sim�etrios (que est�a enriqueida en onjuntos sim-pliiales) las �algebras sobre A∞ son los espetros anillo estritos, tambi�enllamados espetros anillo A∞. El prinipal resultado de este ap��tulo es elsiguiente teorema de onservai�on de �algebras sobre op�eradas o�brantes.



xix

Teorema. Sea O una op�erada o�brante en onjuntos simpliiales y sea
S una ategor��a de modelos simpliial y monoidal. Sea L un funtor deloalizai�on homot�opia en S. Supongamos que X es un objeto o�-brante de S y adem�as un �algebra sobre O, y que la apliai�on naturalMap((LX)⊙n; LX) −→ Map(X⊙n; LX)es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales para todo n. Enton-es LX es un �algebra sobre O y la apliai�on de loalizai�on l : X → LXes un mor�smo de �algebras sobre O.Las dos apliaiones prinipales de este teorema se dan en la ategor��ade onjuntos simpliiales y en la ategor��a de espetros sim�etrios. En la a-tegor��a de onjuntos simpliiales, ualquier funtor de loalizai�on satisfaelas ondiiones del teorema, ya que, la loalizai�on onmuta on produ-tos �nitos en esta ategor��a. Por lo tanto, la loalizai�on de un espaio delazos es homot�opiante equivalente a un espaio de lazos. Este heho fuedemostrado on otros m�etodos en [Bou96℄, [Far96, 3.A.3℄ o [Baz01℄.En la ategor��a de espetros sim�etrios, dado un espetro anillo X, laapliai�on X ∧ : : : ∧X −→ LX ∧ : : : ∧ LXindue una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliialesMap(LX ∧ : : : ∧ LX;LX) ≃ Map(X ∧ : : : ∧X;LX)uando el funtor L onmuta on la suspensi�on o uandoX y LX son ambosonetivos. En los dos asos, la loalizai�on de un espetro anillo (estrito)es homot�opiamente equivalente a un espetro anillo (estrito). La ondi-i�on de onetividad es neesaria, ya que omo hemos visto en un ejemploanterior, la sei�on de Postnikov de nivel ero del espetro anilloK(n) de lan-�esima teor��aK de Morava no es ni siquiera un espetro anillo homot�opio.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Homotoṕıa estableUn fen�omeno estable en topolog��a algebraia es algo que ourre indepen-dientemente de la dimensi�on uando �esta es su�ientemente grande. Unlaro ejemplo de fen�omeno estable y que se puede onsiderar omo uno delos puntos de partida de la homotop��a estable es el teorema de la suspensi�onde Freudenthal [Fre37℄, en el que se demuestra que dados dos CW-omplejosde dimensi�on �nita X e Y , la apliai�on induida por el funtor suspensi�on[X;Y ℄ �
−→ [�X;�Y ℄entre las lases de homotop��a de apliaiones ontinuas es una biyei�onsi dimX < 2|Y | − 2, donde |Y | denota el grado de onetividad de Y , esdeir, |Y | = m��n{k | [�kS; Y ℄ 6= 0}. Por lo tanto, la suesi�on[X;Y ℄ �

−→ [�X;�Y ℄ �
−→ [�2X;�2Y ℄ −→ · · ·se estabiliza en alg�un momento. El teorema de la suspensi�on de Freudenthaltiene omo onseuenia que los grupos de homotop��a de las esferas sonestables uando la dimensi�on es su�ientemente alta. M�as onretamente,el homomor�smo de grupos�n+k(Sn) −→ �n+k+1(Sn+1)es un isomor�smo uando n > k + 1.A partir del estudio de estos fen�omenos estables, surge la idea de ons-truir una ategor��a homot�opia en la ual desaparezan estos problemas



2 Preliminaresdependientes de la dimensi�on, es deir, en la ual el funtor suspensi�on seainvertible.El primer intento de ategor��a para la homotop��a estable fue la onstrui-da por Spanier y Whitehead en 1953 [SW53℄. Los objetos de esta ategor��ason pares (X;n), donde X es un CW-omplejo y n ∈ Z, y los mor�smosentre dos objetos (X;n) e (Y;m) se de�nen omo
{(X;n); (Y;m)} = ol��mk→+∞

[�k+nX;�k+mY ℄:Dos objetos (X;n) e (Y;m) son equivalentes si y s�olo si �k+nX y �k+mYson equivalentes para un k su�ientemente grande. Podemos de�nir dosfuntores de suspensi�on: uno formal �(X;n) = (X;n+1) y otro geom�etrio�(X;n) = (�X;n). Estos dos funtores son equivalentes, es deir, para todoobjeto (X;n) hay una equivalenia natural �(X;n) ≃ �(X;n). El teoremade la suspensi�on de Freudenthal siempre es ierto en la ategor��a de Spaniery Whitehead, independientemente de la dimensi�on, esto es, la apliai�onnatural
{(X;n); (Y;m)} −→ {�(X;n);�(Y;m)}es un isomor�smo para ualquiera (X;n) e (Y;m). Esta ategor��a tienebuenas propiedades, pues es aditiva y monoidal, on un produto smash ∧de�nido por (X;n) ∧ (Y;m) = (X ∧ Y; n+m):Pero presenta tambi�en algunos problemas. El prinipal es que no umpleel teorema de representabilidad de Brown. Hay teor��as de ohomolog��a queno est�an representadas por ning�un objeto de esta ategor��a.Despu�es de la ategor��a de Spanier y Whitehead, el siguiente paso enla onstrui�on de la ategor��a estable viene marado por el onepto deespetro. Los espetros son los objetos de la ategor��a homot�opia estable.La primera noi�on de espetro se debe a Lima [Lim59℄. Un espetro sede�ne omo una suesi�on {En}n∈Z de espaios (onjuntos simpliiales oCW-omplejos) on punto base, junto on apliaiones de estrutura"n : �En −→ En+1uyas propiedades generalizan el estudio de las propiedades homot�opiasestables de los espaios. De alguna manera, un espetro trata de ontenertoda la informai�on posible de un espaio y sus suspensiones.



1.1 Homotoṕıa estable 3A lo largo de los a~nos 60 y tras la publiai�on de algunos trabajos, entreotros de Brown [Bro63℄, Puppe [Pup62℄ y Whitehead [Whi62a℄, [Whi62b℄,se �jan u�ales deben ser las prinipales arater��stias de la ategor��a ho-mot�opia estable. Esta ategor��a ha de reunir los siguientes requisitos:Tener produtos y oprodutos arbitrarios.Cualquier teor��a de ohomolog��a debe ser representable (teorema derepresentabilidad de Brown).Tener un produto smash asoiativo, onmutativo y unitario (es portanto una ategor��a monoidal).Ser una ategor��a triangulada.La primera onstrui�on de una ategor��a que omprendiera todas estaspropiedades fue llevada a abo por Boardman en 1964 en su tesis dotoral[Boa64℄. A partir de entones, se llevaron a abo varios re�namientos de laonstrui�on original de Boardman. Quiz�a el m�as estudiado y el que hoyd��a se tiene omo referenia b�asia de la ategor��a homot�opia estable es elde Adams [Ada74℄, que desribiremos en la sei�on 1.2.El punto d�ebil de la ategor��a de Adams{Boardman es el de la onstru-i�on del produto smash. En esta ategor��a el produto smash de espetroses asoiativo y onmutativo �uniamente salvo homotop��a. Es deir la ate-gor��a de espetros no es monoidal sim�etria (aunque s�� lo es su ategor��ahomot�opia asoiada). Esto hae que objetos que se de�nen utilizando elproduto smash, omo pueden ser los espetros anillo y los espetros m�odu-lo, sean objetos que tienen sentido �uniamente en la ategor��a homot�opia.Este problema llev�o a reformular las arater��stias de una buena ate-gor��a de espetros, que son las siguientes (las de�niiones se reuerdan ondetalle en las seiones 1.4 y 2.1):Estrutura de ategor��a de modelos.Tensorizada y otensorizada sobre onjuntos simpliiales (o espaiostopol�ogios).Monoidal, sim�etria y errada.Su ategor��a homot�opia, obtenida invirtiendo las equivalenias d�ebi-les, debe ser equivalente a la de Adams{Boardman.



4 PreliminaresLa onstrui�on de una ategor��a de espetros on un produto smashestritamente asoiativo, onmutativo y on unidad ha sido uno de los pro-blemas importantes dentro de la teor��a de homotop��a estable. La solui�ona este problema no se produjo hasta 30 a~nos despu�es, on la aparii�on dedos nuevas ategor��as para modelar la homotop��a estable. Estas nuevas a-tegor��as son la ategor��a de los S-m�odulos [EKMM97℄, que reoge las ideasde Peter May y varios oautores, y la ategor��a de los espetros sim�etrios[HSS00℄, debida prinipalmente a Je� Smith.Ambas ategor��as poseen un produto smash asoiativo, onmutativoy on unidad. Adem�as est�an dotadas de una estrutura de ategor��a demodelos en el sentido de Quillen. La ategor��a de espetros sim�etrios est�eniamente m�as simple que la de los S-m�odulos, aunque ada una deellas tiene sus ventajas dependiendo de las apliaiones. Sin embargo, susategor��as homot�opias asoiadas son equivalentes a la ategor��a de Adams{Boardman.
1.2. La categoŕıa homotópica estableLa referenia b�asia para la ategor��a homot�opia estable de los espetroses la desarrollada por Adams en [Ada74℄; tambi�en puede enontrarse unadesripi�on de esta ategor��a en [Rud98℄ o [Swi75℄. En esta sei�on vamosa desribir esta ategor��a, entr�andonos en las de�niiones y onstruio-nes b�asias, el produto smash de espetros y las teor��as de homolog��ay ohomolog��a generalizadas. Las demostraiones de los teoremas puedenenontrarse prinipalmente en [Ada74℄.
Definiciones y propiedades básicas

Definición 1.2.1. Un espetro E es una suesi�on {En; "n}n∈Z de CW-omple-jos En on punto base y apliaiones "n : �En −→ En+1, donde �En es lasuspensi�on reduida de En, es deir, �En = S1 ∧ En. A estos espetros seles llama CW-espetros. Un subespetro de un espetro E es un espetro
{Fn; �n}n∈Z tal que Fn es un CW-subomplejo de En on punto base y�n : �Fn+1 −→ Fn es la restrii�on de "n a �Fn+1.Si las apliaiones "n son equivalenias d�ebiles para un n su�ientementegrande, entones se die que el espetro es un �-espetro o un espetro



1.2 La categoŕıa homotópica estable 5suspensi�on. Si las apliaiones adjuntas a las apliaiones de estrutura"′n : En −→ 
En+1 son equivalenias d�ebiles para todo n ∈ Z, entones sedie que E es un 
-espetro.Ejemplo 1.2.2. Dado un CW-omplejo X, podemos asoiarle un espetro�∞X del siguiente modo:(�∞X)n = { �nX si n ≥ 0,
∗ si n < 0,donde ada "n es la identidad. El espetro �∞X se llama espetro suspen-si�on de X. Un aso partiular importante es el del espetro de las esferas�∞S0, que denotaremos simplemente por S.Ejemplo 1.2.3. Dado un grupo abeliano A, podemos onstruir un 
-espe-tro HA, que llamaremos espetro de Eilenberg{MaLane asoiado a A,del siguiente modo: (HA)n = { K(A;n) si n ≥ 0,

∗ si n < 0.Las apliaiones "′n son equivalenias d�ebiles, ya que 
K(A;n + 1) ≃K(A;n) y 
K(A; 0) = ∗.Una propiedad importante de los espetros es que podemos suspenderlosy desuspenderlos tantas vees omo sea neesario. Dado un espetro E yun entero k, de�nimos un nuevo espetro �kE, donde (�kE)n = En+k y laapliai�on �(�kE)n −→ (�kE)n+1 es "n+k.Los grupos de homotop��a de un espetro son los grupos de homotop��aestables. Para un espetro dado E, tenemos la siguiente suesi�on de homo-mor�smos�n+k(En) �
−→ �n+k+1(�En) ("n)∗

−→ �n+k+1(En+1) −→ · · · :Se de�ne el k-�esimo grupo de homotop��a, �k(E), omo el l��mite direto deeste diagrama: �k(E) = l��mn→+∞
�n+k(En):Ejemplo 1.2.4. En el aso del espetro de Eilenberg-MaLaneHA, tenemosque �k(HA) = l��mn→+∞

�n+k(K(A;n)) = { A si k = 0;0 si k 6= 0.



6 PreliminaresPara ada CW-omplejo, los grupos de homotop��a del espetro �∞X sellaman grupos de homotop��a estable de X:�k(�∞X) = l��mn→+∞
�n+k(�nX) = �sk(X):Una vez que tenemos los objetos de la ategor��a homot�opia estable,pasamos a desribir u�ales son los mor�smos.

Definición 1.2.5. Sean (En; "n) y (Fn; �n) dos espetros. Una funi�on entreespetros f : E −→ F es una familia de apliaiones elulares que preservanel punto base fn : En −→ Fn tales que el diagrama�En �fn //"n
²²

�Fn�n
²²En+1 fn+1 // Fn+1onmuta para todo n ∈ Z.

Definición 1.2.6. Una elda de un espetro E es una suesi�on(e;�e; : : : ;�ke; : : :);donde e es una elda de alg�un En, de tal manera que e no es la suspensi�onde ninguna elda de En−1. Un subespetro F de un espetro E se dieo�nal en E si ada elda de E va a parar en alg�un momento a F , es deir,para ada elda de En existe un m tal que �me est�a ontenido en Fn+m.
Definición 1.2.7. Sean E y F dos espetros. Consideremos el onjunto Sde todos los pares (E ′; f ′) tales que E ′ ⊂ E es un subespetro o�naly f ′ : E ′ −→ F es una funi�on. De�nimos en S la siguiente relai�on deequivalenia: (f ′; E ′) ∼ (f ′′; E ′′) si y s�olo si existe un par (E ′′′; f ′′′) dondeE ′′′ ⊂ E ′ ∩ E ′′, E ′′′ es o�nal y f ′ | E ′′′ = f ′′′ = f ′′ | E ′′′. Llamamosapliai�on de espetros de E a F a ada una de estas lases de equivalenia.El siguiente paso ser�a de�nir u�al es la ategor��a homot�opia de losespetros. Para poder de�nir homotop��as entre apliaiones de espetros,tenemos que de�nir primero el produto smash de un espetro on unespaio. Si (En; "n) es un espetro y X es un CW-omplejo, de�nimos elespetro E ∧X omo (E ∧X)n = En ∧X. Las apliaiones de estruturaser�an "̃n = "n ∧ 1.
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Definición 1.2.8. Dos apliaiones de espetros f0; f1 : E −→ F se dienhom�otopas y se denota f0 ≃ f1, si existe una apliai�onH : E∧I+ −→ F talque h ◦ i0 = f0 y h ◦ i1 = f1, donde i0; i1 : E −→ E ∧ I+ son las apliaionesinduidas por las inlusiones de 0 y 1 en I+ respetivamente.La relai�on de homotop��a entre apliaiones es una relai�on de equiva-lenia. El onjunto de lases de equivalenia de apliaiones f : E −→ F sedenota por [E;F ℄. Una de las propiedades fundamentales de la ategor��ahomot�opia estable es que la suspensi�on da lugar a una biyei�on natural[E;F ℄ ∼= [�E;�F ℄. Esta biyei�on implia entre otras osas que el onjunto[E;F ℄ es un grupo abeliano para ada E y F .
Definición 1.2.9. La ategor��a homot�opia estable de los espetros es laategor��a que tiene por objetos los espetros y por mor�smos las lases dehomotop��a de apliaiones de espetros.Podemos dar una de�nii�on equivalente de los grupos de homotop��a deun espetro usando las lases de homotop��a, �r(E) = [�rS;E℄. Todos losgrupos de homotop��a de un espetro son grupos abelianos.
Definición 1.2.10. Un espetro E se die onetivo si �i(E) = 0 para i < 0.A vees tambi�en se utiliza el t�ermino n-onexo para un espetro E tal que�k(E) = 0 si k ≤ n. As��, un espetro onetivo es un espetro (−1)-onexo.
Definición 1.2.11. Dado un espetro E, una torre de Postnikov de E es undiagrama onmutativo

· · · // E(n+2) // E(n+1) // E(n) // E(n−1) // E(n−2) // · · ·E�n+2jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

�n+1ddHHHHHHHHH

�n OO �n−1 ::vvvvvvvvv
�n−2 44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjtal que, para ada k ∈ Z, tenemos que:i) �i(E(k)) = 0 para todo i > k.ii) La apliai�on (�i)∗ : �i(E) −→ �i(E(k)) es un isomor�smo para i ≤ k.El espetro E(n) se llama la n-�esima sei�on de Postnikov de E. Paratodo espetro E existe una torre de Postnikov, que se onstruye induti-vamente y en la ual ada E(k) est�a determinado por E salvo equivalenia[Rud98, teorema 4.13℄.
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Definición 1.2.12. Dada una apliai�on de espetros f : E −→ F , diremosque la suesi�on E f
−→ F i

−→ Cfes una suesi�on �bra-o�bra estrita o una o�brai�on estrita, dondeel espetro Cf es el ono de la apliai�on f , que se de�ne tomando el onoen ada fn. Una suesi�on de la formaX '
−→ Y  

−→ Zse die que es una suesi�on �bra-o�bra, un tri�angulo exato o una o�-brai�on si existe una apliai�on f : E −→ F y un diagramaX '
//�

²²

Y  
//�

²²

Z
²²E f // F i // Cfque es onmutativo salvo homotop��a, donde �, � y  son equivalenias ho-mot�opias. Por simpliidad, utilizaremos el t�ermino o�brai�on para referir-nos a las suesiones �bra-o�bra. As��, si X −→ Y −→ Z es una o�brai�on,X y Z denotar�an respetivamente la �bra y la o�bra de la o�brai�on.Cada o�brai�on X f

−→ Y g
−→ Z se puede prolongar haia la dereha yhaia la izquierda inde�nidamente, originando una suesi�on

· · · −→ �−1Y �−1g
−→ �−1Z −→ X f

−→ Y g
−→ Z −→ �X �f

−→ �Y −→ · · ·que da lugar a dos suesiones exatas [Ada74, III, proposiiones 3.9 y 3.10℄.
Teorema 1.2.13. La o�brai�on X f

−→ Y g
−→ Z da lugar a dos suesionesexatas de grupos abelianos

· · · ←− [�−1Z;E℄ ←− [X;E℄ f∗
←− [Y;E℄ g∗

←− [Z;E℄ ←− [�X;E℄ ←− · · ·

· · · −→ [E;�−1Z℄ −→ [E;X℄ f∗
−→ [E; Y ℄ g∗

−→ [E;Z℄ −→ [E;�X℄ −→ · · ·para ada espetro E.Cuando trabajamos on CW-omplejos, la primera de estas suesioneses similar a la suesi�on exata asoiada on una o�brai�on f : X −→ Yon o�bra Z, y la segunda es similar a la suesi�on exata asoiada a una�brai�on f : X −→ Y on �bra �−1Z. En la ategor��a homot�opia establedesaparee la distini�on entre �braiones y o�braiones.
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El producto smash de espectrosAnteriormente hemos de�nido el produto smash de un espetro on unCW-omplejo. Se puede onstruir un produto smash entre espetros quegeneralie este aso. La onstrui�on de este produto smash es bastantet�enia. La idea intuitiva es la siguiente: dados dos espetros E y F , de�nirE∧F omo l��mn;m→+∞En∧Fm. M�as onretamente, si E∧F = P , entonesse de�ne Pk = En(k)∧Ym(k) de tal manera que k = n(k)+m(k) y n(k) ym(k)tienden a in�nito uando k tiende a in�nito. Una desripi�on detallada deesta onstrui�on se enuentra en [Ada74, III, x4℄.Lo que s�� vamos a desribir on detalle son las propiedades fundamen-tales de este produto smash, que son adem�as las propiedades que debetener un produto smash en ualquier ategor��a estable:Es un funtor ovariante en ada una de sus dos omponentes.Hay equivalenias homot�opias naturales:a(E;F;G) : (E ∧ F ) ∧G −→ E ∧ (F ∧G);�(E;F ) : E ∧ F −→ F ∧ E;l : S ∧ E −→ E;r : E ∧ S −→ E;�(E;F ) : �E ∧ F −→ �(E ∧ F ):Sea {E�}�∈I una familia de espetros y sean i� : E� −→ ∨�∈IE� lasorrespondientes inlusiones. Entones la apliai�on natural
∨�∈I(E� ∧ F ) −→ (∨�∈IE�) ∧ Fdada por las apliaiones i� ∨ 1 es una equivalenia homot�opia.Los siguientes diagramas que relaionan las equivalenias homot�opiasnaturales a, � , l, y r onmutan salvo homotop��a:((E ∧ F ) ∧G) ∧H a // (E ∧ F ) ∧ (G ∧H) a // E ∧ (F ∧ (G ∧H))((E ∧ F ) ∧G) ∧H a∧1 // (E ∧ (F ∧G)) ∧H a // E ∧ ((F ∧G) ∧H);1∧a OO



10 Preliminares(E ∧ F ) ∧Ga
²²

�∧1 // (F ∧ E) ∧G a // F ∧ (E ∧G)1∧�
²²E ∧ (F ∧G) � // (F ∧G) ∧ E a // F ∧ (G ∧ E);E ∧ F�

²²

E ∧ FF ∧ E F ∧ E;�OO S ∧ S 1 // S ∧ SS ∧ S � // S ∧ S;(S ∧ E) ∧ F a //l∧1
²²

S ∧ (E ∧ F )l
²²E ∧ F E ∧ F; (E ∧ F ) ∧ S a //r

²²

E ∧ (F ∧ S)1∧r
²²E ∧ F E ∧ F;(E ∧ S) ∧ F a //r∧1

²²

E ∧ (S ∧ F )1∧l
²²E ∧ F E ∧ F; S ∧ E � //l

²²

E ∧ Sr
²²E E:Dados dos espetros Y y Z, el funtor [−∧Y; Z℄ es un funtor representa-ble por el teorema de representabilidad de Brown. Por lo tanto, existe unespetro que denotamos por F (Y; Z), �unio salvo homotop��a, que umple[X ∧ Y; Z℄ ∼= [X;F (Y; Z)℄y al que llamamos el espetro de funiones. El funtor F (Y;−) es un adjuntopor la dereha del funtor − ∧ Y .

Homoloǵıa y cohomoloǵıaDado un espetro E y un entero k, de�nimos la E-homolog��a y la E-ohomolog��a respetivamente de otro espetro X de la siguiente maneraEk(X) = �k(E ∧X) = [�kS;E ∧X℄;Ek(X) = �−k(F (X;E)) = [X;�kE℄:El espetro de Eilenberg{MaLane HG da lugar a la homolog��a y ohomo-log��a ordinarias on oe�ientes en G. El espetro S de las esferas da lugar



1.2 La categoŕıa homotópica estable 11tambi�en a una teor��a de homolog��a y ohomolog��a, llamadas homotop��a yohomotop��a estable.Para ada grupo abeliano G, existe un espetroMG, �unio salvo homo-top��a on las siguientes propiedades:�i(MG) = 0 para i < 0.�0(MG) ∼= G ∼= (HZ)0(MG).(HZ)i(MG) = 0 para i 6= 0.El espetroMG se llama espetro de Moore asoiado al grupo abeliano G.El teorema de Hurewiz [Rud98, II.4.6℄ relaiona los grupos de homotop��ade un espetro onetivo on sus grupos de homolog��a.
Teorema 1.2.14. Sea � : S −→ E una apliai�on que indue isomor�smoen �0 y sea X un espetro. Si �i(X) = 0 para i < n, entones Ei(X) = 0para i < n y la apliai�on�∗ = (� ∧ 1)∗ : �k(X) −→ Ek(X)es un isomor�smo para k = n y un epimor�smo para k = n+ 1.
Corolario 1.2.15. Si f : X −→ Y es una apliai�on entre espetros oneti-vos tal que (HZ)k(f) : (HZ)k(X) −→ (HZ)k(Y ) es un isomor�smo paratodo k ∈ Z, entones f es una equivalenia homot�opia.Para ada espetro X tenemos un homomor�smoh = (� ∧ 1)∗ : �k(X) −→ (HZ)k(X);donde � : S −→ HZ orresponde a la unidad en �0(HZ) = Z. El homomor-�smo h se llama homomor�smo de Hurewiz.En la ategor��a homot�opia estable tambi�en hay un teorema de oe�ien-tes universales que relaiona la homolog��a y ohomolog��a on oe�ienteson la homolog��a entera [Rud98, II.4.9℄ y una f�ormula de K�unneth para lahomolog��a del produto smash de dos espetros [Mar83, 6.2, proposii�on 7℄.
Teorema 1.2.16. Para ada espetro E y ada grupo abeliano G tenemosdos suesiones exatas ortas de grupos abelianos0 −→ Ext((HZ)n−1(E); G) −→ (HG)n(E) −→ Hom((HZ)n(E); G) −→ 0;0 −→ (HZ)n(E)⊗G −→ (HG)n(E) −→ Tor((HZ)n−1(E); G) −→ 0;para todo n ∈ Z.



12 PreliminaresEn partiular, �0(HB ∧ HA) = (HB)0(HA) ∼= A ⊗ B y [HA;HB℄ =(HB)0(HA) ∼= Hom(A;B) para ualesquiera grupos abelianos A, B.
Teorema 1.2.17. Dados dos espetros E y F ualesquiera, tenemos unasuesi�on exata orta de grupos abelianos0 −→

⊕i+j=n(HZ)i(E)⊗ (HZ)j(F ) −→ (HZ)n(E ∧ F )
−→

⊕i+j=n−1Tor((HZ)i(E); (HZ)j(F )) −→ 0;para todo n ∈ Z.Este teorema es v�alido tambi�en si sustituimos Z por ualquier anillo Rque sea un dominio de ideales prinipales, ambiando ⊗ y Tor por ⊗R yTorR respetivamente.
1.3. Modelos para la categoŕıa homotópica estableLa ategor��a de espetros sim�etrios [HSS00℄ proporiona la onstrui�onm�as simple de una ategor��a de espetros dotada de un produto smashestrito, esto es, un produto smash asoiativo y onmutativo antes depasar a la ategor��a homot�opia. Con este produto smash, esta ategor��aes sim�etria y monoidal, y esto permite una buena de�nii�on de espetrosanillo (monoides en la ategor��a), espetros m�odulo (m�odulos sobre monoi-des en la ategor��a) y sus respetivas ategor��as homot�opias. Denotaremosesta ategor��a por Sp�.Un espetro sim�etrio es una suesi�on de onjuntos simpliiales onpunto base {Xn}n≥0 junto on apliaiones de estrutura� : S1 ∧Xn −→ Xn+1que preservan el punto base y una ai�on por la izquierda del grupo sim�etri-o �n sobre Xn para ada n. Adem�as la omposii�on�k = � ◦ (S1 ∧ �) ◦ · · · ◦ (Sk−1 ∧ �) : Sk ∧Xn −→ Xn+kdada por las apliaiones Si ∧ S1 ∧Xn+k−i+1 Si∧�

−→ S1 ∧Xn+k−i es �k × �n-equivariante para k ≥ 1 y n ≥ 0. Un mor�smo de espetros sim�etrios



1.3 Modelos para la categoŕıa homotópica estable 13f : X −→ Y es una suesi�on de apliaiones fn : Xn −→ Yn que onservanel punto base tal que ada fn es �n-equivariante y el diagramaS1 ∧Xn � //1∧fn
²²

Xn+1fn+1
²²S1 ∧ Yn � // Yn+1es onmutativo para ada n ≥ 0.Es posible dotar a esta ategor��a de una estrutura de ategor��a demodelos simpliial [HSS00, x3 y x5℄ (v�ease la de�nii�on de ategor��a demodelos en la sei�on 2.1). Se de�ne el onjunto simpliialMapSp�(X;Y ) = Sp�(X ∧�[n℄+; Y ):Prolongando los funtores de onjuntos simpliiales (−)K y − ∧ K seg�un[HSS00, de�nii�on 1.2.9℄, se de�nen los espetros sim�etrios XK y X ⊗Kpara todo espetro sim�etrio X y todo onjunto simpliial K. Esto nos dala estrutura simpliial en Sp�. Se de�nen tambi�en las siguientes lases demor�smos en Sp�:

Equivalencias estables: Una apliai�on f : X −→ Y es una equivaleniaestable si la apliai�onE0f : E0(Y ) −→ E0(X)es un isomor�smo para todo 
-espetro inyetivo E (v�ease [HSS00,de�nii�on 3.1.1℄).
Cofibraciones estables: Una apliai�on f es una o�brai�on estable sitiene la propiedad de elevai�on por la izquierda on respeto a todaslas apliaiones g : X −→ Y tales que gn : Xn −→ Yn es una �brai�ontrivial de onjuntos simpliiales para todo n.
Fibraciones estables: Una apliai�on f es una �brai�on estable si tienela propiedad de elevai�on por la dereha on respeto a todas lasapliaiones g : X −→ Y tales que gn : Xn −→ Yn es una o�brai�ontrivial de onjuntos simpliiales para todo n.La ategor��a de espetros sim�etrios on las equivalenias estables omoequivalenias d�ebiles, las o�braiones estables omo o�braiones y las �-braiones estables omo �braiones tiene estrutura de ategor��a de modelos[HSS00, sei�on 3.4℄.
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Teorema 1.3.1. La ategor��a de espetros sim�etrios es una ategor��a demodelos simpliial, monoidal y sim�etria, uya ategor��a homot�opiaes equivalente a la de Adams{Boardman.La ategor��a de los S-m�odulos de Peter May [EKMM97℄ fue la primeraategor��a de modelos para la homotop��a estable on un verdadero produtosmash estrito. Los S-m�odulos se de�nen a partir de espetros indizadosno por los enteros, sino por el onjunto de subespaios de dimensi�on �nitade un espaio on un produto real interno U ∼= R∞. As��, un espetro Easigna a ada subespaio de dimensi�on �nita V de U un espaio on puntobase EV , junto on apliaiones (adjuntas) de estrutura~�V;W : EV ∼=
−→ 
W\VEWuando V ⊂ U . El espaio W \ V es el omplemento ortogonal de V en W ,y 
WX es el espaio de apliaiones Map(SW ; X) que onservan el puntobase, donde SW es la ompati�ai�on por un punto de W . Adem�as, lasapliaiones ~�V;W deben ser homeomor�smos. Un mor�smo de espetrosf : E −→ E ′ es una suesi�on de apliaiones que onservan el punto basefV : EV −→ E ′V tal que el siguiente diagrama onmutaEV fV //~�V;W

²²

E ′V~�′V;W
²²
W\VEW 
W\V fW // 
W\VE ′W:La ategor��a de los S-m�odulos tambi�en es una ategor��a on una estru-tura de modelos, monoidal y sim�etria [EKMM97, VII.4℄ y su ategor��ahomot�opia es equivalente a la de Adams{Boardman. No desribiremosaqu�� la estrutura de ategor��a de modelos de los S-m�odulos, ya que enel resto de la memoria utilizaremos �uniamente la ategor��a de espetrossim�etrios uando neesitemos trabajar espe���amente en una ategor��ade modelos.Aunque son de naturaleza bastante distinta, es posible estableer unfuntor sim�etrio y monoidal entre la ategor��a de los S-m�odulos y la ate-gor��a de espetros sim�etrios que indue equivalenias entre las respetivasategor��as homot�opias de espetros anillo y espetros m�odulo [Sh01℄.
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1.4. Axiomática de la categoŕıa homotópica estableLas propiedades formales de la ategor��a homot�opia estable de los espe-tros de Adams y Boardman son ompartidas por una lase de ategor��as quese llaman ategor��as homot�opias estables. Estas propiedades omunes sedesriben en [Mar83℄ y [HPS97℄, donde se da un tratamiento axiom�atio deestas ategor��as. Esenialmente, una ategor��a homot�opia estable es unaategor��a triangulada monoidal y errada, junto on un onjunto de ge-neradores que satisfaen la dualidad de Spanier{Whitehead. La ategor��ahomot�opia de los espetros de Adams y Boardman es el prototipo de ate-gor��a homot�opia estable, pero hay otros ejemplos tanto topol�ogios omoalgebraios, omo veremos al �nal de esta sei�on.Comenzaremos reordando las de�niiones de las estruturas b�asias deuna ategor��a homot�opia estable: es una ategor��a triangulada y monoidal.Las de�niiones y propiedades m�as importantes sobre ategor��as triangu-ladas pueden enontrarse en el libro de Neeman [Nee01℄. Las ategor��asmonoidales est�an desarrolladas por ejemplo en [Ma71℄.
Definición 1.4.1. Una triangulai�on en una ategor��a aditiva C onsiste enun funtor aditivo �: C −→ C junto on una olei�on de diagramas �, quellamaremos tri�angulos exatos o o�braiones, de la formaX −→ Y −→ Z −→ �Xy tales quei) Cualquier diagrama isomorfo a un diagrama de � est�a en �.ii) El diagrama 0 −→ X 1

−→ X −→ 0 est�a en � para todo X de C.iii) Si el diagrama X f
−→ Y g

−→ Z h
−→ �X est�a en �, tambi�en lo est�a eldiagrama Y g

−→ Z h
−→ �X −�f

−→ �Y .iv) Dada una apliai�on f : X −→ Y , existe un diagrama de la formaX f
−→ Y −→ Z −→ �X que est�a en �.v) Si tenemos un diagrama onmutativo de la formaX //f

²²

Y //

²²

Z //h
²²

�X�f
²²U // V // W // �U



16 Preliminaresen el ual las dos �las est�an en �, entones existe una apliai�on (queno es �unia) h : Z −→W que hae que todo el diagrama onmute.vi) Se umple el axioma del otaedro de Verdier. Supongamos que tene-mos apliaiones X f
−→ Y g

−→ Z y tri�angulos exatosX f
−→ Y −→ U −→ �X;X g◦f
−→ Z −→ V −→ �X;Y g
−→ Z −→W −→ �Y:Entones podemos ompletarlos a un diagrama onmutativoX f

//1
²²

Y //g
²²

U //

²²

�X1
²²X g◦f //

²²

Z //

²²

V //

²²

�X
²²0 //

²²

W 1 //

²²

W //

²²

0
²²�X �f

// �Y // �U // �2X;donde la primera y la segunda �la y la segunda olumna son lostri�angulos exatos dados, y ada �la y ada olumna del diagrama esun tri�angulo exato.Una ategor��a triangulada C es una ategor��a aditiva junto on una trian-gulai�on. Esta de�nii�on de ategor��a triangulada es la que aparee en[Mar83℄ o [Nee01℄ y es equivalente a la de�nii�on de Verdier [Ver77℄.Dado un tri�angulo exato o o�brai�on de la forma�−1Z −→ X f
−→ Y −→ Zllamaremos a Z la o�bra de f y a �−1Z la �bra de f . Si Z es la o�brade f , nos referiremos a menudo a la suesi�on X f

−→ Y −→ Z omo unao�brai�on.Un funtor L : C −→ C deimos que es un funtor exato o trianguladouando onmuta on el funtor �, es deir si hay un isomor�smo naturalL�X −→ �LX



1.4 Axiomática de la categoŕıa homotópica estable 17para todo X de C. Un funtor aditivo H : C −→ Ab donde Ab es la ate-gor��a de grupos abelianos se die exato si transforma tri�angulos exatosen suesiones exatas de grupos. Un funtor ohomol�ogio es un funtorexato ontravariante H : Cop −→ Ab que env��a oprodutos a produtos.Por ejemplo, el funtor C(−; Y ) es un funtor ohomol�ogio para todo Y de
C. Un funtor ohomol�ogio H se die representable si existe un objeto Yde C y un isomor�smo natural de funtores entre H y C(−; Y ).Una subategor��a D de una ategor��a triangulada C se die que es unasubategor��a loalizante si est�a errada por tri�angulos exatos, oprodu-tos y retratos, es deir:i) Si X −→ Y −→ Z −→ �X es un tri�angulo exato en el ual entre X,Y y Z dos de ellos est�an en D, el terero tambi�en lo est�a.ii) Cualquier oproduto de objetos de D est�a en D.iii) Si Y es un objeto de D y tenemos apliaiones X i

−→ Y p
−→ X onp ◦ i = 1, entones X est�a en D.

Definición 1.4.2. Una ategor��a monoidal sim�etria C = (C;⊗; S; a; r; l; )es una ategor��a C junto on un bifuntor ovariante − ⊗ − : C −→ C, unobjeto S de C, al que llamaremos unidad, e isomor�smos naturalesaX;Y;Z : (X ⊗ Y )⊗ Z −→ X ⊗ (Y ⊗ Z);rX : X ⊗ S −→ X; lX : S ⊗X −→ X;X;Y : X ⊗ Y −→ Y ⊗X;paraX, Y y Z de C ualesquiera, que umplen iertos axiomas de ohereniaque vienen dados por la onmutatividad de los siguientes diagramas paraX, Y , Z y W de C:((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W a //a⊗1
²²

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W ) a // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W a // X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W );1⊗aOO(X ⊗ Y )⊗ Z a //⊗1
²²

X ⊗ (Y ⊗ Z)  // (Y ⊗ Z)⊗Xa
²²(Y ⊗X)⊗ Z a // Y ⊗ (X ⊗ Z) 1⊗ // Y ⊗ (Z ⊗X);



18 Preliminares(X ⊗ S)⊗ Y a //r⊗1
²²

X ⊗ (S ⊗ Y )1⊗lvvmmmmmmmmmmmmmX ⊗ Y; X ⊗ Y  //1
²²

Y ⊗X
yyrrrrrrrrrrX ⊗ Y:Una ategor��a monoidal sim�etria se die que es errada si, para todoobjeto Y de C, el funtor − ⊗ Y : C −→ C tiene un adjunto por la dereha.Este adjunto lo denotaremos por Hom(Y;−) o F (Y;−) y lo llamaremosHom interno u objeto de funiones interno. Esta adjuni�on nos da unabiyei�on

C(X ⊗ Y; Z) ∼= C(X;Hom(Y; Z)) (1.1)para X, Y y Z de C ualesquiera.Sea ahora C una ategor��a triangulada, monoidal sim�etria y errada.Diremos que la estrutura monoidal de C y la triangulai�on son ompatiblesuando:i) El produto ⊗ onserva suspensiones, es deir, hay una equivalenianatural eX;Y : �X ⊗ Y −→ �(X ⊗ Y )para todos los X e Y de C, tal que el siguiente diagrama es onmuta-tivo (�X ⊗ Y )⊗ Z e⊗1 //a
²²

�(X ⊗ Y )⊗ Z e // �((X ⊗ Y )⊗ Z)�a
²²�X ⊗ (Y ⊗ Z) e // �(X ⊗ (Y ⊗ Z)):A partir de esta equivalenia podemos onstruir isomor�smosHom(�X;Y ) ≃ �−1Hom(X;Y ) y Hom(X;�Y ) ≃ �Hom(X;Y )para todos los X e Y de C.ii) El produto ⊗ es exato. Si X f

−→ Y g
−→ Z h

−→ �X es un tri�anguloexato y W es un objeto de C, entonesX ⊗W f⊗1
−→ Y ⊗W g⊗1

−→ Z ⊗W h⊗1
−→ �(X ⊗W )es un tri�angulo exato.



1.4 Axiomática de la categoŕıa homotópica estable 19iii) El funtor Hom(X;Y ) es exato en la segunda variable (en el sentidodel apartado anterior) y es exato en la primera variable salvo elsigno. Supongamos que X f
−→ Y g

−→ Z h
−→ �X es un tri�anguloexato. Entones, para todo objeto W de C, el diagrama�−1Hom(X;W ) −→ Hom(Z;W ) −→ Hom(Y;W ) −→ Hom(X;W );donde las apliaiones son −Hom(h; 1), Hom(g; 1) y Hom(f; 1) res-petivamente, es un tri�angulo exato.iv) Para i; j ∈ Z, el siguiente diagrama onmuta�iS ⊗ �jS

²²

≃ // �i+jS(−1)ij
²²�jS ⊗ �iS ≃

// �i+jS:Un objeto X de una ategor��a C aditiva monoidal sim�etria y erradase die que es fuertemente dualizable si la apliai�on naturalHom(X;S)⊗ Y −→ Hom(X;Y )es un isomor�smo para todo Y de C.Ahora ya podemos presentar los axiomas de una ategor��a homot�opiaestable en el sentido de Hovey{Palmieri{Strikland [HPS97℄.
Definición 1.4.3. Una ategor��a homot�opia estable es una ategor��a C onla siguiente estrutura:i) Una triangulai�on en C.ii) Una estrutura de ategor��a monoidal sim�etria y errada ompatibleon la triangulai�on.iii) Un onjunto G de objetos fuertemente dualizables, de tal manera quela �unia subategor��a loalizante de C que ontiene a G es C.iv) Existen oprodutos arbitrarios en C.v) Todo funtor ohomol�ogio en C es representable.Ejemplo 1.4.4. A ontinuai�on veremos algunos ejemplos de ategor��as ho-mot�opias estables [HPS97, ejemplo 1.2.3℄.



20 Preliminaresi) La ategor��a homot�opia de los espetros es el prototipo de ategor��ahomot�opia estable. En esta ategor��a el funtor � es la suspensi�on,los tri�angulos exatos son las o�braiones y el produto ⊗ es el pro-duto smash de espetros ∧. Los objetos Hom(−;−), que en estaategor��a se denotan por F (−;−), se obtienen omo adjuntos del pro-duto smash por representabilidad de Brown. El onjunto G est�a for-mado por el espetro de las esferas S, que es la unidad de la ategor��amonoidal.ii) La ategor��a derivada D(R) de un anillo onmutativo on unidad R.Esta ategor��a se de�ne omo la ategor��a homot�opia de la ategor��ade omplejos de adenas no aotados de R-m�odulos. Tenemos un fun-tor � que viene dado por la traslai�on de ��ndies en el omplejo deadenas. La ategor��aD(R) es triangulada, el produto⊗ uya unidades R es derivado del produto tensorial de R-m�odulos y los objetosHom(−;−) son derivados del Hom entre R-m�odulos.iii) Otros ejemplos son la ategor��a de espetros on una ai�on de G,donde G es un grupo de Lie ompato, la ategor��a de omplejos deoadenas inyetivos sobre un �algebra de Hopf onmutativa, la ate-gor��a derivada de E-m�odulos, donde E es una S-�algebra onmutativaen el sentido de [EKMM97℄ o la ategor��a de espetros loales onrespeto a un funtor de loalizai�on homol�ogio.



Caṕıtulo 2

Localización en categoŕıas de modelos

simplicialesLa noi�on de loalizai�on on respeto a un mor�smo f puede de�nirseen ualquier ategor��a C que tenga una estrutura de ategor��a de modelossimpliial. Sin embargo, para asegurar la existenia de estos funtores def-loalizai�on hay que a~nadir algunas hip�otesis adiionales a la ategor��a C.En este ap��tulo veremos u�ales son esas ondiiones y demostraremos laexistenia de un funtor de loalizai�on Lf en ualquier ategor��a de modelossimpliial que las umpla.La onstrui�on de este funtor utiliza omo base el small objet ar-gument de Quillen [Hir03, 10.5℄, y es similar a la que se realiza parademostrar la existenia de loalizaiones en los asos de las ategor��asde CW-omplejos o onjuntos simpliiales [Far96℄, [Hir03℄. Utilizando elsmall objet argument podemos fatorizar de manera funtorial la aplia-i�on X −→ ∗ mediante una o�brai�on trivial lX : X −→ LfX, que ser�a laapliai�on de f-loalizai�on, seguida de una �brai�on. An�alogamente, laapliai�on ∅ −→ X puede fatorizarse por una o�brai�on seguida de una�brai�on trivial. Estas dos fatorizaiones forman parte de una nueva es-trutura de modelos LfC en C, que se llama estrutura de modelos loali-zada, en la que las equivalenias d�ebiles son las apliaiones que el funtorde f-loalizai�on transforma en equivalenias d�ebiles y las o�braiones sonlas mismas que las de C.Comenzaremos el ap��tulo on las de�niiones y resultados b�asios deategor��as de modelos simpliiales. La de�nii�on de ategor��a de modelosaparee por primera vez en [Qui67℄. Las monograf��as [Hov99℄, [Hir03℄ y



22 Localización en categoŕıas de modelos simpliciales[DHKS04℄ proporionan un tratamiento m�as moderno y ompleto sobreategor��as de modelos y sus propiedades. En la segunda sei�on trataremossobre objetos peque~nos y ategor��as loalmente presentables [AR94℄. Estosoneptos forman parte de las ondiiones neesarias sobre la ategor��a Cpara que existan las f-loalizaiones, que onstruiremos expl��itamente enla �ultima parte del ap��tulo.
2.1. Categoŕıas de modelos simplicialesTrabajaremos on la de�nii�on de ategor��a de modelos que aparee en[Hov99℄ o [Hir03℄. Esta de�nii�on es ligeramente m�as fuerte que la de�ni-i�on l�asia de Quillen de ategor��a de modelos errada, ya que supone quela ategor��a es ompleta y oompleta, es deir, ontiene todos los l��mitesy ol��mites peque~nos (no s�olo los �nitos) y adem�as se exige que la fatori-zai�on de los mor�smos sea funtorial (v�ease axioma (M5)).
Definición 2.1.1. Una ategor��a de modelos es una ategor��a C junto ontres lases de mor�smos (que llamaremos equivalenias d�ebiles, �braionesy o�braiones), que umplen los siguientes ino axiomas:(M1) C est�a errada por l��mites y ol��mites peque~nos, es deir, para toda a-tegor��a peque~na I y todo funtor F : I −→ C existen l��mI F y ol��mI Fen C. Tambi�en se die que C es ompleta y oompleta.(M2) Si f y g son mor�smos de C tales que g ◦ f est�a de�nido y entre f ,g y g ◦ f dos de ellos son equivalenias d�ebiles, entones el tererotambi�en lo es.(M3) Dado un diagrama onmutativoAf

²²

i // Xg
²²

r // Af
²²B i′ // Y r′ // Ben el ual r ◦ i = 1A y r′ ◦ i′ = 1B (en este aso deimos que f esun retrato de g), si g es una equivalenia d�ebil, una �brai�on o unao�brai�on, tambi�en lo es f .



2.1 Categoŕıas de modelos simpliciales 23(M4) Si tenemos un diagrama onmutativo en C de la formaA //i
²²

Xp
²²B //

>> Ydonde i es una o�brai�on y p es una �brai�on, entones si i o p esadem�as una equivalenia d�ebil, existe una elevai�on (representada porla eha disontinua) que hae onmutativo todo el diagrama.(M5) Cualquier mor�smo f de C admite dos fatorizaiones funtoriales:f = p ◦ i, donde i es una o�brai�on y p es una �brai�on y unaequivalenia d�ebil,f = q ◦ j, donde q es una �brai�on y j es una o�brai�on y unaequivalenia d�ebil.Deimos que un mor�smo f es una �brai�on (o�brai�on) trivial sies una �brai�on (o�brai�on) y una equivalenia d�ebil. Un objeto X de Ces �brante si la apliai�on de X al objeto �nal X −→ ∗ es una �brai�on.Dualmente, X es o�brante uando la apliai�on del objeto iniial a �elmismo ∅ −→ X es una o�brai�on.
Definición 2.1.2. Si i : A −→ B y p : X −→ Y son dos mor�smos para losuales existe la elevai�on (eha disontinua) en todo diagrama onmutativode la forma A //i

²²

Xp
²²B //

??Y;entones deimos quei tiene la propiedad de elevai�on a izquierda respeto a p;p tiene la propiedad de elevai�on a dereha respeto a i.De los axiomas de la de�nii�on de ategor��a de modelos se dedue queonoiendo dos de las tres lases de mor�smos equivalenias d�ebiles, �bra-iones y o�braiones, podemos determinar la terera [Hir03, proposiiones7.2.3 y 7.2.6℄.
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Proposición 2.1.3. Sea C una ategor��a de modelos.i) Una apliai�on es una o�brai�on (o�brai�on trivial) si y s�olo sitiene la propiedad de elevai�on a izquierda on respeto a todaslas �braiones triviales (�braiones).ii) Una apliai�on es una �brai�on (�brai�on trivial) si y s�olo sitiene la propiedad de elevai�on a dereha on respeto a todas lao�braiones triviales (o�braiones).iii) Una apliai�on es una equivalenia d�ebil si y s�olo si se puedefatorizar omo una o�brai�on trivial seguida de una �brai�ontrivial.Una ategor��a C se die que es o�brantemente generada si las �bra-iones son detetadas por un onjunto de o�braiones triviales, es deir,existe un onjunto J de o�braiones triviales en C tales que una aplia-i�on es una �brai�on si y s�olo si tiene la propiedad de elevai�on a derehaon respeto a todos los elementos de J . Los elementos de J se llamano�braiones triviales generadoras.La siguiente proposii�on muestra algunas propiedades de lausura delas lases de �braiones y o�braiones [Hir03, proposiiones 7.2.4 y 7.2.5℄.
Proposición 2.1.4. Sea C una ategor��a de modelos.i) Las lases de �braiones y o�braiones est�an erradas por om-posii�on.ii) Las lases de �braiones y �braiones triviales est�an erradas porprodutos.iii) Las lases de o�braiones y o�braiones triviales est�an erradaspor oprodutos.Una ategor��a simpliial es una ategor��a C enriqueida en onjuntossimpliiales, es deir, para ada par de objetos X e Y de C, tenemos unonjunto simpliial Map(X;Y ) uyos v�erties orresponden a los mor�smosen C entre X e Y . Una ategor��a de modelos simpliial C es una ategor��asimpliial que tambi�en es ategor��a de modelos, junto on onstruionesnaturales de objetos X ⊗K y XK en C, donde X es un objeto de C y K esun onjunto simpliial, que umplen unos iertos axiomas.
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Definición 2.1.5. Una ategor��a simpliial C es una ategor��a tal quei) Para ada par de objetos X e Y de C tenemos un onjunto simpliial,que denotaremos por Map(X;Y ).ii) Para ada tres objetos X, Y y Z de C hay una apliai�onX;Y;Z : Map(Y; Z)×Map(X;Y ) −→ Map(X;Z)tal que el siguiente diagrama onmuta para X, Y , Z y W de C:(Map(Y; Z)×Map(X;Y ))×Map(W;X)X;Y;Z×1//
∼=

²²

Map(X;Z)×Map(W;X)W;X;Z
²²

Map(Y; Z)× (Map(X;Y )×Map(W;X))1×W;X;Y
²²Map(Y; Z)×Map(W;Y ) W;Y;Z // Map(W;Z):iii) Para ada objetoX de C, hay una apliai�on de onjuntos simpliialesiX : ∗ −→ Map(X;X) que hae que los siguientes diagramas onmutenpara todo X e Y de C:

∗ ×Map(X;Y ) iY ×1
//

∼=
²²

Map(Y; Y )×Map(X;Y )X;Y;YttiiiiiiiiiiiiiiiiMap(X;Y );Map(X;Y )× ∗
1×iX //

∼=
²²

Map(X;Y )×Map(X;X)X;X;YttiiiiiiiiiiiiiiiiiMap(X;Y ):iv) Para ada par de objetos X e Y de C, hay un isomor�smoMap(X;Y )0 ∼= C(X;Y ):
Definición 2.1.6. Una ategor��a de modelos simpliial es una ategor��a sim-pliial que tambi�en es ategor��a de modelos y que satisfae los dos axiomassiguientes:



26 Localización en categoŕıas de modelos simpliciales(M6) Para ada par de objetos X e Y de C y para todo onjunto simpliialK, existen objetos X ⊗K e Y K de C tales que tenemos las siguientesequivalenias naturales de onjuntos simpliiales:Map(X ⊗K;Y ) ∼= Map(K;Map(X;Y )) ∼= Map(X;Y K):(M7) Si i : A −→ B y p : X −→ Y son una o�brai�on y una �brai�on en Crespetivamente, entones la apliai�on de onjuntos simpliialesMap(B;X) −→ Map(A;X)×Map(A;Y ) Map(B; Y )es una �brai�on, que es trivial si i o p es una equivalenia d�ebil.El isomor�smo de onjuntos simpliiales de (M6) da lugar en grado eroa una biyei�on natural de onjuntos
C(X ⊗K;Y ) ∼= sSets(K;Map(X;Y )) ∼= C(X;Y K): (2.1)Una ategor��a de modelos se die que es propia si las equivaleniasd�ebiles se preservan por pushouts y pullbaks a trav�es de �braiones yo�braiones respetivamente.

Definición 2.1.7. Sea C una ategor��a de modelos.i) Deimos que C es propia por la izquierda si dado ualquier diagramade pushout A h //f
²²

Cg
²²B // Den el que f es una equivalenia d�ebil y h es una o�brai�on, entonesg es una equivalenia d�ebil.ii) Deimos que C es propia por la dereha si dado ualquier diagramade pullbak A //f

²²

Cg
²²B k // Den el que g es una equivalenia d�ebil y k es una �brai�on, entones fes una equivalenia d�ebil.
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2.2. Objetos pequeños y categoŕıas localmente

presentablesSea C una ategor��a de modelos oompleta y � un ordinal. Una �-suesi�onen C es un funtor E : � −→ C, es deir, un diagrama en CE0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · · (� < �)tal que para ada ordinal l��mite  < � la apliai�on induidaol��m�< E� −→ Ees un isomor�smo. La omposii�on de la �-suesi�on se de�ne omo la apli-ai�on natural E0 −→ ol��m�<�E�:
Definición 2.2.1. Sea � un ardinal. Un objeto X de C es �-peque~no si paratodo ardinal regular � ≥ � y toda �-suesi�onE0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · · (� < �)en C, la apliai�on natural de onjuntosol��m�<� C(X;E�) −→ C(X; ol��m�<�E�)es una biyei�on. Tambi�en se die que el funtor C(X;−) onserva ol��mitesde longitud � ≥ �. Un objeto es peque~no si es �-peque~no para alg�unardinal �.Esta de�nii�on es equivalente a deir que si un objeto X es �-peque~no,entones para todo ardinal regular � ≥ �, ualquier apliai�on f : X −→ol��m�<�E� fatoriza a trav�es de E� para alg�un � < �:X f

//g
%%

ol��m�<�E�E�:i�OOEsta fatorizai�on es adem�as �unia en el sentido de que si existen g y g′tales que f = i� ◦ g = i� ◦ g′, entones existe �′ ≥ � tal queE(�→ �′) ◦ g = E(�→ �′) ◦ g′:



28 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesEl onepto de objeto peque~no es un aso partiular de objeto presentable.Los objetos presentables apareen en el estudio de las ategor��as loalmen-te presentables, en las que omo veremos todo objeto es peque~no. Estasategor��as fueron de�nidas por Gabriel y Ulmer en [GU71℄. La monograf��ade Ad�amek y Rosik�y [AR94℄ es tambi�en una referenia b�asia.Sea � un ardinal regular. Un onjunto de ��ndies I es un onjunto�-dirigido si todo subonjunto de I de ardinalidad menor que � tiene unaota superior.
Definición 2.2.2. Sea � un ardinal regular. Un objeto X de C es �-presen-table si el funtor C(X;−) onserva ol��mites sobre onjuntos de ��ndies quesean �-dirigidos.Observar que si X es �-dirigido, entones tambi�en es �′-dirigido paraualquier ardinal regular �′ ≥ �.
Lema 2.2.3. Sea � un ardinal regular. Entones � es un onjunto �-dirigido para todo ardinal regular � ≤ �.Demostrai�on. Sea � un ardinal regular que umple que � ≤ �, y seaJ ⊂ � tal que ard(J) < �. Para ada j ∈ J , sea �j = ard{i ∈ � | i ≤ j}.Entones, �j < � para todo j ∈ J y � 6= ∪j∈J�j ya que � es un ardinalregular. Por lo tanto existe un i0 ∈ � tal que i0 > j para todo j ∈ J .Este lema implia en partiular que todo ardinal regular � es un on-junto �-dirigido y por lo tanto, todo objeto �-presentable es �-peque~no. Elre��proo no es ierto en general.
Definición 2.2.4. Una ategor��a C se llama loalmente �-presentable si existeun onjunto A de objetos �-presentables de C tales que ualquier objetode la ategor��a es el ol��mite sobre un onjunto �-dirigido de elementos de
A. Una ategor��a es loalmente presentable si es loalmente �-presentablepara alg�un ardinal regular �.
Proposición 2.2.5. Si C es una ategor��a loalmente presentable, entonestodo objeto de C es peque~no.Demostrai�on. Supongamos que C sea loalmente �-presentable y sea Ael onjunto de objetos �-presentables asoiado a C. En partiular, los ele-mentos de A son �-peque~nos, omo onseuenia del lema 2.2.3. Si X 6∈ A,



2.3 Construcción de f -localizaciones 29entones X = ol��mi∈I Di, donde I es un onjunto �-dirigido y ada Di es�-presentable, y en partiular �-peque~no. Sea � = ard(I). Veamos que Xes �-peque~no, donde � > m�ax(�; �). Sea � un ardinal regular tal que � ≥ �y E : � −→ C una �-suesi�on. Dada una apliai�on f : X −→ ol��m�<�E�ualquiera, omo Di es �-peque~no y � > �, la omposii�on di ◦ f fatorizaa trav�es de alg�un E�i : X f
// ol��m�<�E�Didi OO

// E�i :OOSea ahora � = sup{�i | i ∈ I}. Este supremo existe y adem�as E� 6=ol��m�<�E�, ya que ard{�i | i ∈ I} ≤ �. Para todo i ∈ I, la omposii�ondi ◦ f fatoriza entones a trav�es de un �unio E�:X f
// ol��m�<�E�Didi OO

// E�:OOTenemos, por tanto, para ada i ∈ I una apliai�on Di −→ E�, lo ual nosda por la propiedad universal del ol��mite una apliai�onX = ol��mi∈I Di −→ E�;y por lo tanto X es �-peque~no.
2.3. Construcción de f -localizacionesSea C una ategor��a de modelos simpliial. Una loalizai�on homot�opiaes un funtor L : C −→ C junto on una transformai�on natural l : Id −→ Lque onserva equivalenias d�ebiles, toma valores �brantes y la apliai�onlX : X −→ LX es una o�brai�on tal que para ada X que sea o�brante yada Y , el mor�smo Map(LX;LY ) −→ Map(X;LY )induido por lX es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales. Los fun-tores de f-loalizai�on son un aso partiular de loalizaiones homot�opias;



30 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesde heho, salvo iertas hip�otesis de teor��a de onjuntos, todas las loali-zaiones homot�opias son f-loalizaiones para alguna apliai�on f . Esteresultado, demostrado en la ategor��a de grupos en [CS01℄ y en la ategor��ade onjuntos simpliiales en [CSS04℄, puede generalizarse a loalizaioneshomot�opias en una ategor��a de modelos simpliial ualquiera [CC04℄.La existenia de f-loalizaiones para toda apliai�on f y para todoobjeto de una ategor��a C est�a garantizada uando la ategor��a C es sim-pliial y umple iertas hip�otesis. La herramienta prinipal para probar laexistenia de funtores de loalizai�on es el small objet argument (v�eanse[Qui67℄, [Hir03, 10.5℄), que nos permite onstruir fatorizaiones funtorialesen ategor��as de modelos. La siguiente onstrui�on est�a basada en ideasde [Bou77℄ y [Hir03℄.Sea C una ategor��a de modelos simpliial y sea f : A −→ B una o-�brai�on entre objetos o�brantes. Supondremos las siguientes hip�otesisadiionales sobre la ategor��a C para poder onstruir la f-loalizai�on:i) C es propia por la izquierda.ii) C es o�brantemente generada. Denotaremos por J el onjunto deo�braiones triviales generadoras.iii) Los objetos A, �[n℄⊗A∐��[n℄⊗A ��[n℄⊗B y todos los dominios deelementos de J son peque~nos.La hip�otesis iii) se umple por ejemplo si la ategor��a C es loalmentepresentable (v�ease proposii�on 2.2.5). Comenzaremos on la de�nii�on def-loalizai�on en una ategor��a de modelos simpliial.
Definición 2.3.1. Sea C una ategor��a de modelos simpliial y sean X unobjeto de C y f : A −→ B una o�brai�on entre objetos o�brantes.i) X es f-loal si es �brante y la apliai�on induidaMap(B;X) −→ Map(A;X)es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales.ii) Una apliai�on g : X −→ Y es una f-equivalenia si existe una apro-ximai�on o�brante g̃ : X̃ −→ Ỹ de g tal que la apliai�on induidaMap(Ỹ ; Z) −→ Map(X̃; Z)



2.3 Construcción de f -localizaciones 31es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales, para todo objetoZ que sea f-loal.Dado un objeto X de C, una f-loalizai�on de X se de�ne omo unmor�smo X −→ LfX que es una f-equivalenia y donde el objeto LfX esf-loal.Los siguientes resultados muestran algunas de las propiedades de lau-sura de los objetos f-loales y las f-equivalenias on respeto a retratosy a l��mites y ol��mites homot�opios.
Lema 2.3.2. Dado un objeto X de C, si X es f-loal y Y −→ X es unaapliai�on on una inversa homot�opia por la izquierda, entones Y esf-loal.Demostrai�on. Podemos fatorizar la apliai�on Y −→ X omo una o-�brai�on Y −→ Z seguida de una �brai�on trivial Z −→ X, por (M5).As�� pues, omo ourre en [Hir03, proposii�on 1.2.5℄, la apliai�on de on-juntos simpliiales induidaMap(f; Y ) : Map(B;X) −→ Map(A;X)es un retrato de Map(f; Z) y por lo tanto es una equivalenia d�ebil deonjuntos simpliiales.
Lema 2.3.3. Todo l��mite homot�opio de objetos f-loales es f-loal.Demostrai�on. Sea I una ategor��a peque~na y D : I −→ C un diagramaen C tal que Di es f-loal para todo i ∈ I. Entones,Map(B;hol��mi∈I Di) ≃ hol��mi∈I Map(B;Di)

≃ hol��mi∈I Map(A;Di) ≃ Map(B;hol��mi∈I Di)y por tanto hol��mi∈I Di es f-loal.Observai�on 2.3.4. De manera an�aloga podemos demostrar que todo o-l��mite homot�opio de f-equivalenias es una f-equivalenia, y que todoretrato homot�opio de una f-equivalenia vuelve a ser una f-equivalenia.Vamos a demostrar la existenia de f-loalizaiones en ualquier ate-gor��a de modelos simpliial que umpla las hip�otesis anteriores. Dado un



32 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesobjeto X de C, neesitaremos onstruir un objeto LfX que sea f-loal jun-to on una f-equivalenia X −→ LfX. La onstrui�on ser�a de ar�aterfuntorial.En primer lugar, el objeto LfX ha de ser f-loal, por lo tanto �brante,es deir, la apliai�on LfX −→ ∗ tendr�a la propiedad de elevai�on a derehaon respeto a todas las apliaiones de J (onjunto de o�braiones trivia-les generadoras). El axioma (M7) implia que si LfX es �brante, entonesla apliai�on induidaMap(B;LfX) f∗
−→ Map(A;LfX)es una �brai�on de onjuntos simpliiales. Por lo tanto, si LfX es �brante,entones es f-loal si y s�olo si f∗ es una �brai�on trivial de onjuntossimpliiales, es deir, tiene la propiedad de elevai�on a dereha respeto ala familia de inlusiones ��[n℄ −→ �[n℄ para todo n ≥ 0:��[n℄ //

²²

Map(B;LfX)f∗
²²�[n℄ 77

// Map(A;LfX):El isomor�smo sSets(K;Map(Y; Z)) ∼= C(K ⊗ Y; Z) de (2.1), para todoonjunto simpliial X y para Y , Z objetos de C, transforma el diagramaanterior en el siguiente:�[n℄⊗ A∐��[n℄⊗A ��[n℄ ⊗B //

²²

LfX
²²�[n℄⊗B 55

// ∗:De este modo podemos obtener una araterizai�on de los objetos f-loales.
Proposición 2.3.5. Un objeto X de C es f-loal si s�olo si la apliai�onX −→ ∗ tiene la propiedad de elevai�on a dereha on respeto a lasdos familias de mor�smos siguientes:i) J=fo�braiones triviales generadorasg.ii) I = {�[n℄⊗ A∐��[n℄⊗A ��[n℄ ⊗B −→ �[n℄⊗B; n ≥ 0}.



2.3 Construcción de f -localizaciones 33Observar que los elementos de I son o�braiones. Dado un mor�smo gen I, la existenia de una elevai�on a izquierda de g on respeto a ualquier�brai�on trivial X −→ Y ,�[n℄⊗ A∐��[n℄⊗A ��[n℄ ⊗B //g
²²

X
²²�[n℄⊗B //

55 Y;es equivalente por la biyei�on (2.1) a que exista una elevai�on en el si-guiente diagrama de onjuntos simpliiales:��[n℄ //

²²

Map(B;X)
²²�[n℄ //

44Map(A;X)×Map(A;Y ) Map(B; Y ):Esta elevai�on siempre existe ya que el mor�smo de la dereha es una�brai�on trivial por (M7) y el mor�smo ��[n℄ −→ �[n℄ es una o�brai�onde onjuntos simpliiales.Sea K = I ∪J . Elegimos ahora un ardinal � tal que todos los dominiosde mor�smos del onjunto K sean �-peque~nos (basta on elegir � omo elm��nimo ardinal que umple que estos dominios son �-peque~nos). Supon-gamos que K = {Ai −→ Bi; i ∈ I}. Sea E0 = X y onstruimos el siguientepushout, donde el oproduto var��a sobre todos los posibles mor�smos deAi a E0 para ada i ∈ I: ∐Ai //

²²

E0
²²∐Bi // E1:De esta manera obtenemos el objeto E1. Proedemos ahora indutivamente;En+1 se obtiene a partir de En mediante el pushout

∐Ai //

²²

En
²²∐Bi // En+1;donde ahora el oproduto var��a sobre todos los posibles mor�smos de Aia En para ada i ∈ I. Si  es un ordinal l��mite, entones E = ol��m�< E�.



34 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesTenemos as�� una �-suesi�onE0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · · (� < �)y de�nimos la loalizai�on LfX = ol��m�<�E�:La omposii�on de la �-suesi�on E0 = X −→ LfX = ol��m�<�E� es laapliai�on de loalizai�on.Cada una de las apliaiones En −→ En+1 es una o�brai�on, ya que esel pushout de un oproduto de o�braiones. Tenemos de este modo una�-suesi�on de o�braionesX = E0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · ·uya omposii�on X = E0 −→ ol��m�<�E� = LfX es una o�brai�on.En la onstrui�on de LfX hemos utilizado el small objet argumentde Quillen, en el ual se realizan suesivos pushouts y ol��mites. Es, portanto, una onstrui�on funtorial. De este modo podemos de�nir el funtorde f-loalizai�on Lf : C −→ Cque asigna a ada X el objeto LfX onstruido anteriormente.Para ompletar la onstrui�on de la f-loalizai�on nos falta omprobarque el objeto LfX es, en efeto, f-loal para todo X y que la apliai�onX −→ LfX = ol��m�<�E� es una f-equivalenia.
Lema 2.3.6. El objeto LfX de�nido anteriormente es f-loal.Demostrai�on. Por la proposii�on 2.3.5 basta on omprobar que la apli-ai�on LfX −→ ∗ tiene la propiedad de elevai�on a dereha on respetoa todos los elementos de la lase de apliaiones K. Dada una apliai�onAi −→ Bi de K, debemos ver que existe la elevai�onAi //

²²

LfX
²²Bi //

<<

∗: (2.2)Como LfX = ol��m�<�E� y ada Ai es �-peque~no, la apliai�on naturalol��m�<� C(Ai; E�) −→ C(Ai; ol��m�<�E�)



2.3 Construcción de f -localizaciones 35es una biyei�on. Por lo tanto, la apliai�on Ai −→ LfX fatoriza a trav�esde E� −→ LfX para alg�un � < � y tenemos el siguiente diagrama onmu-tativo Ai //

²² !!

LfXBi // E�OOLa apliai�on Bi −→ E� existe por onstrui�on de los E�, y por ompo-sii�on on la apliai�on E� −→ LfX, de�ne la elevai�on en el diagrama(2.2).Todas las apliaiones deK son f-equivalenias. Sea g una apliai�on deK. Si g pertenee al onjunto J , entones g : Ai −→ Bi es una o�brai�ontrivial. Denotemos por g̃ : Ãi −→ B̃i una aproximai�on o�brante de g.Podemos elegir g̃ de manera que sea tambi�en una o�brai�on trivial [Hir03,proposii�on 8.1.23℄. Utilizando ahora el axioma (M7), obtenemos que laapliai�on natural Map(B̃i; X) −→ Map(Ãi; X)es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales para todo objeto X quesea �brante, en partiular para todo X que sea f-loal, y as�� g es unaf-equivalenia. Si g pertenee a la lase I, entones es de la formag : A⊗�[n℄∐A⊗��[n℄B ⊗ ��[n℄ −→ B ⊗�[n℄:Las apliaiones A ⊗ ��[n℄ −→ B ⊗ ��[n℄ y A ⊗�[n℄ −→ B ⊗�[n℄ sonambas f-equivalenias ya que f es una o�brai�on entre objetos o�brantesy tanto ��[n℄ omo �[n℄ son onjuntos simpliiales o�brantes. El pushoutde una f-equivalenia que es una o�brai�on entre objetos o�brantes vuel-ve a ser una f-equivalenia ya que, por hip�otesis, la ategor��a C es propiapor la izquierda (v�ease [Hir03, lema 3.2.10℄). El siguiente diagrama de pus-hout A⊗ ��[n℄ //f⊗1
²²

A⊗�[n℄
²²

¹¹

B ⊗ ��[n℄
11

// A⊗�[n℄∐A⊗��[n℄B ⊗ ��[n℄g
))SSSSSSSSSSSSSSSSS Bi



36 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesimplia que la apliai�on g es tambi�en una f-equivalenia, ya que es om-posi�on de f-equivalenias.
Lema 2.3.7. La apliai�on X −→ LfX es una f-equivalenia.Demostrai�on. Cada apliai�onE� −→ E�+1 es una f-equivalenia, ya quees el pushout de una apliai�on que es una o�brai�on y una f-equivaleniay la ategor��a C es propia por la izquierda (v�ease [Hir03, lema 3.2.10℄). Con-sideremos ahora la siguiente �-suesi�on de o�braiones y f-equivalenias:X = E0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · ·Por la proposii�on 17.9.4 de [Hir03℄, podemos enontrar otra �-suesi�on deo�braiones junto on una apliai�on de �-suesionesẼ0

²²

// Ẽ1
²²

// Ẽ2
²²

// · · · // Ẽ�
²²

// · · ·E0 // E1 // E2 // · · · // E� // · · ·tal que:i) Cada apliai�on vertial Ẽ� −→ E� es una aproximai�on o�brantede E�.ii) Cada apliai�on Ẽ� −→ Ẽ�+1 es una o�brai�on.iii) La apliai�on ol��m�<� Ẽ� −→ ol��m�<�E� es una aproximai�on o�-brante de ol��m�<�E�.Sea Z un objeto f-loal. Como ada apliai�on E� −→ E�+1 es una f-equi-valenia y ada Ẽ� −→ Ẽ�+1 es una o�brai�on, la apliai�onMap(Ẽ�+1; Z) −→ Map(Ẽ�; Z)es una �brai�on trivial. De este modo,Map(Ẽ0; Z) ←− Map(Ẽ1; Z) ←− · · · ←− Map(Ẽ�; Z) ←− · · ·es una torre de �braiones triviales de onjuntos simpliiales. Por lo tantola omposii�onMap(ol��m�<� Ẽ�; Z) −→ l��m�<�Map(Ẽ�; Z) −→ Map(Ẽ0; Z)es una equivalenia d�ebil y la apliai�on X −→ LfX = ol��m�<�E� es unaf-equivalenia.



2.3 Construcción de f -localizaciones 37Partiendo de una ategor��a de modelos simpliial, hemos onstruido apartir de una o�brai�on f : A −→ B entre objetos o�brantes un funtorLf que asigna a ada objeto X de C una f-loalizai�on lX : X −→ LfX.El siguiente teorema reoge las hip�otesis sobre la ategor��a C para laexistenia de funtores de f-loalizai�on para ualquier apliai�on f .
Teorema 2.3.8. Sea C una ategor��a de modelos simpliial, o�brante-mente generada y loalmente presentable, y sea f : A −→ B una o�-brai�on entre objetos o�brantes. Entones existe un funtor de f-loa-lizai�on en C.La hip�otesis de que f sea una o�brai�on puede debilitarse partiendo delheho de que si f no es o�brai�on, se empieza aproxim�andola por una o-�brai�on. Las ondiiones del teorema anterior las satisfaen las ategor��asde onjuntos simpliiales o espetros sim�etrios, entre otras.La existenia del funtor de f-loalizai�on permite de�nir nuevas estru-turas de modelos en la ategor��a C. Si de�nimos ahora las equivaleniasd�ebiles omo las apliaiones g tales que Lfg es una equivalenia d�ebil ymantenemos las o�braiones, tenemos una nueva estrutura de modelosen C, que se denota por LfC y se llama estrutura de modelos loalizada.Utilizando la apliai�on de f-loalizai�on podemos obtener una fatoriza-i�on funtorial de la apliai�on X −→ ∗ omo una �brai�on trivial seguidade una o�brai�on: X //

"" lX
∼

""E
EE

EE
EE

E
∗LfX: == ==zzzzzzzzReordar que LfX es �brante y la apliai�on lX es una o�brai�on. Utili-zando el small objet argument de manera an�aloga a la onstrui�on deLfX, podemos onstruir un funtor CWf junto on una transformai�on na-tural  : CWf −→ Id que toma valores o�brantes y tal que, para todo X, laapliai�on X : CWfX −→ X es una �brai�on. Esto nos permite onseguiruna fatorizai�on funtorial de la apliai�on ∅ −→ X omo una �brai�onseguida de una o�brai�on trivial:

∅ //
##

##F
FFFFFFFF XCWfX:X ∼

;; ;;wwwwwwwww



38 Localización en categoŕıas de modelos simplicialesEstas fatorizaiones orresponden a las fatorizaiones funtoriales de lasapliaiones X −→ ∗ y ∅ −→ X en LfC. Cada apliai�on f proporionauna nueva estrutura de modelos en C. Dado un objeto X, las apliaioneslX y X orresponden respetivamente a una aproximai�on �brante y a unaaproximai�on o�brante de X en la ategor��a de modelos loalizada.Este resultado se umple tambi�en en ategor��as de modelos elulares enel sentido de [Hir03, de�nii�on 12.1.1℄. El teorema 4.1.1 de [Hir03℄ demues-tra la existenia de f-loalizaiones en este tipo de ategor��as.



Caṕıtulo 3

Funtores de localización en homotoṕıa

estableEn este ap��tulo vamos a desribir u�ales son las prinipales propiedades delos funtores de loalizai�on en la ategor��a homot�opia de los espetros. Enel ap��tulo 2 se muestra �omo onstruir la f-loalizai�on en una ategor��a
C para ualquier apliai�on f y ualquier objeto X, siempre que C sea unaategor��a de modelos simpliial que veri�que iertas hip�otesis adiionales,que apareen en el teorema 2.3.8. Estas hip�otesis inluyen que la ategor��asea propia por la izquierda, o�brantemente generada y loalmente presen-table.Para onstruir funtores de loalizai�on en la ategor��a homot�opia esta-ble, tomamos omo base la ategor��a de espetros sim�etrios sobre onjuntossimpliiales [HSS00℄ o la ategor��a de Bous�eld{Friedlander [BF78℄. Ambasategor��as satisfaen las ondiiones del teorema 2.3.8 arriba menionadas.Las ategor��as homot�opias asoiadas a estas ategor��as de modelos sonequivalentes a la ategor��a homot�opia estable de Adams{Boardman.
3.1. Espectros de funcionesEn la ategor��a de espetros sim�etrios, dados dos espetros X e Y talesque X es o�brante e Y es �brante, el onjunto simpliial Map(X;Y ) esun espaio de lazos in�nito, y para ualquier elei�on de punto base, susgrupos de homotop��a veri�an que�k(Map(X;Y ); ∗) ∼= [�kX;Y ℄ ∼= �k(F (X;Y )) para k ≥ 0;



40 Funtores de localización en homotoṕıa establedonde F (X;Y ) es el espetro de funiones de X a Y , obtenido por repre-sentabilidad de Brown a partir del funtor [−∧X;Y ℄. El funtor F (X;−) esun adjunto por la dereha del funtor X ∧ −, por tanto para todo X, Y ,Z se umple que [X ∧ Y; Z℄ ∼= [X;F (Y; Z)℄. Los grupos de homotop��a delonjunto simpliial Map(X;Y ) son isomorfos a los del reubridor onetivoF (X;Y ) del espetro de funiones de X a Y , que utilizaremos para de-�nir la loalizai�on. El reubridor onetivo X de un espetro X es unespetro (−1)-onexo que tiene los mismos grupos de homotop��a que X endimensi�on mayor o igual que ero, es deir,�i(X) = { �i(X) si i ≥ 00 si i < 0:A partir de ahora trabajaremos on espetros de funiones (derivados) enla ategor��a homot�opia estable, que denotaremos por Hos, sin haer refe-renia a la ategor��a de modelos elegida.
Definición 3.1.1. Sea f : A −→ B una apliai�on de espetros.Un espetro X se die f-loal si la apliai�on f indue una equiva-lenia homot�opia F (B;X) ≃ F (A;X), donde F (−;−) es el reu-bridor onetivo del espetro de funiones.Una apliai�on g : X −→ Y es una f-equivalenia si g indue unaequivalenia homot�opia F (Y; Z) ≃ F (X;Z) para todo espetro Zque sea f-loal.Una f-loalizai�on de un espetro X es una apliai�on lX : X −→LfX tal que lX es una f-equivalenia y LfX es un espetro f-loal.Para ada apliai�on f , ada espetro X tiene asoiada una f-loali-zai�on LfX, y esta asoiai�on que a ada X le hae orresponder LfX seonstruye omo un funtor homot�opio en la ategor��a de los espetros, omose explia en sei�on 2.3 del ap��tulo 2.La apliai�on de loalizai�on lX : X −→ LfX tiene dos propiedadesuniversales en Hos que la araterizan:i) La apliai�on lX : X −→ LfX es iniial entre todas las apliaionesde X a espetros f-loales, es deir, si g : X −→ Y es una apliai�on



3.1 Espectros de funciones 41de espetros donde Y es f-loal, entones existe una �unia apliai�onh : LfX −→ Y tal que g ≃ h ◦ lX ,X lX //g
²²

LfXh
||Y :

ii) La apliai�on lX : X −→ LfX es �nal entre todas las f-equivaleniasuyo dominio es X, es deir, si g : X −→ Y es una f-equivalenia,entones existe una �unia apliai�on h : Y −→ LfX tal que lX ≃ h◦g,X lX //g
²²

LfXY h <<
:

Para demostrar la primera de las propiedades, sea Y un espetro f-loal.Entones, utilizando que lX es una f-equivalenia, tenemos[X;Y ℄ ∼= �0(F (X;Y )) ∼= �0(F (X;Y )) ∼= �0(F (LfX;Y ))
∼= �0(F (LfX;Y )) ∼= [LfX;Y ℄:La segunda se demuestra an�alogamente. Si g : X −→ Y es una f-equivalen-ia, entones[X;LfX℄ ∼= �0(F (X;LfX)) ∼= �0(F (X;LfX)) ∼= �0(F (Y; LfX))
∼= �0(F (Y; LfX)) ∼= [Y; LfX℄:Cualquiera de estas dos propiedades universales nos garantiza que si tene-mos un espetro Y que es f-loal y una apliai�on X −→ Y que es unaf-equivalenia, entones Y ≃ LfX.

Corolario 3.1.2. Para una apliai�on f dada, el funtor de loalizai�on Lfes �unio salvo homotop��a.Los espetros X que son f-loales son preisamente aquellos que um-plen que X ≃ LfX. En efeto, si X es f-loal, apliando la primera de



42 Funtores de localización en homotoṕıa establelas propiedades universales a la apliai�on identidad en X, obtenemos queexiste una �unia apliai�on h : LfX −→ X tal que h ◦ lX ≃ 1X ,X lX // LfXh
||X:Utilizando un razonamiento an�alogo se prueba que las apliaionesX −→ Ytales que LfX −→ LfY es una equivalenia homot�opia son exatamentelas f-equivalenias. Si g : X −→ Y es una f-equivalenia, la omposii�onlY ◦g es una f-equivalenia. Utilizando ahora la segunda de las propiedadesuniversales de la loalizai�on, existe una �unia apliai�on h : LfY −→ LfXtal que h ◦ lY ◦ g ≃ lX , X lX //g

²²

LfXY lY // LfY:hOOLos espetros f-loales o las apliaiones que son f-equivalenias ara-terizan los funtores de loalizai�on en el sentido de que dados dos funtoresLf y Lg, ambos oiniden si y s�olo si la lase de espetros f-loales oin-ide on la lase de espetros g-loales, o bien, la lase de f-equivaleniasoinide on la de g-equivalenias. Cuando deimos que Lf y Lg oinidensigni�a que LfX ≃ LgX para todo espetro X.Un funtor idempotente en una ategor��a C es un endofuntor L juntoon una transformai�on natural l : Id −→ L tal que Ll = lL y Ll : L −→ L2es un isomor�smo.
Proposición 3.1.3. El funtor de loalizai�on Lf es idempotente en la a-tegor��a homot�opia estable.Demostrai�on. La apliai�on de loalizai�on lX : X −→ LfX de�ne unatransformai�on natural l : Id −→ Lf . Por tanto, el siguiente diagrama on-muta salvo homotop��a por naturalidadX lX //lX

²²

LfXLf lX
²²LfX lLfX // LfLfX;



3.2 Propiedades de los funtores de localización 43es deir, lLfX ◦ lX ≃ Lf lX ◦ lX para ada espetro X. Utilizando la propie-dad universal de la loalizai�on esto implia que lLfX ≃ Lf lX . Para adaespetro X, tomamos ahora la apliai�on identidad en LfX y sea �X la�unia apliai�on que ierra el diagramaLfX1
²²

lLfX
// LfLfX�XzzLfX:Tenemos que �X ◦lLfX es la identidad en LfX. De la propiedad universal dela loalizai�on tambi�en se dedue que lLfX ◦ �X es la identidad en LfLfX.As�� pues, lLfX es un isomor�smo en la ategor��a homot�opia de los espetrosy por tanto el funtor Lf es idempotente.

3.2. Propiedades de los funtores de localizaciónEl funtor suspensi�on juega un papel fundamental en la teor��a de homotop��aestable. Tambi�en es un funtor importante en la teor��a de f-loalizaionesde espetros. En esta sei�on estudiaremos de qu�e manera y en qu�e asos laloalizai�on LfX de un espetro determina o puede ser determinada por lade sus suspensiones Lf�kX on k ∈ Z. En general no tiene porque haberninguna relai�on entre estas loalizaiones; de heho, los espetros f-loalesy las f-equivalenias no son errados por suspensiones y desuspensionesarbitrarias en general.
Proposición 3.2.1. Sea f : A −→ B una apliai�on de espetros. Sean X →Y → Z y E → F → G dos o�braiones de espetros y sean g, h e iapliaiones tales que el siguiente diagrama onmuta:X //g

²²

Yh
²²

// Zi
²²E // F // G:Entones:i) Si Y y Z son f-loales, tambi�en lo es X.ii) Si g y h son f-equivalenias, tambi�en lo es i.



44 Funtores de localización en homotoṕıa estableDemostrai�on. Basta on apliar las de�niiones y utilizar la suesi�onexata larga asoiada a ada o�brai�on de espetros. En el aso del primerapartado, la suesi�onX → Y → Z da lugar al siguiente diagrama de gruposabelianos: : : // [�B; Y ℄ //

∼=
²²

[�B;Z℄ //

∼=
²²

[B;X℄ //

²²

[B; Y ℄ //

∼=
²²

[B;Z℄
∼=

²²: : : // [�A; Y ℄ // [�A;Z℄ // [A;X℄ // [A; Y ℄ // [A;Z℄:Como Y y Z son f-loales por hip�otesis, el lema de los ino implia quehay un isomor�smo [�kB;X℄ ∼= [�kA;X℄ para todo k ≥ 0. Por lo tantoF (B;X) ≃ F (A;X) y as�� X es f-loal. Para demostrar la segunda parte,sea ahora C un espetro f-loal. Las suesiones exatas asoiadas a lassuesiones X → Y → Z y E → F → G dan lugar al siguiente diagrama[X;C℄ [Y;C℄oo [Z;C℄oo [�X;C℄oo [�Y;C℄oo : : :oo[E;C℄∼= OO [F;C℄oo

∼= OO [G;C℄oo

OO [�E;C℄oo

∼= OO [�F;C℄oo

∼= OO : : :ooComo g y h son f-equivalenias, apliando de nuevo el lema de los ino,tenemos un isomor�smo [�kZ;C℄ ∼= [�kG;C℄ para todo k ≥ 0. Esto nos dauna equivalenia F (Z;C) ≃ F (G;C) para todo C que sea f-loal, y porlo tanto i es una f-equivalenia.Observai�on 3.2.2. Esta proposii�on puede verse omo un aso partiulardel lema 2.3.3. La �bra homot�opia de una apliai�on es un aso partiularde l��mite homot�opio, y la apliai�on del segundo apartado es un ol��mitehomot�opio de f-equivalenias.
Corolario 3.2.3. Sea f una apliai�on de espetros.i) Si E es un espetro f-loal, entones tambi�en lo es el espetro�−kE para k ≥ 0.ii) Si g : X −→ Y es una f-equivalenia, tambi�en lo es �kg parak ≥ 0.



3.2 Propiedades de los funtores de localización 45Demostrai�on. Si E es f-loal, podemos apliar el primer apartado de laproposii�on 3.2.1 a la suesi�on�−1E −→ ∗ −→ EDe esta manera obtenemos que �−1E es f-loal. Podemos reiterar ahora elproeso y de este modo vemos que �−kE es f-loal para todo k ≥ 0. En elaso de que g sea una f-equivalenia, basta apliar el segundo apartado dela proposii�on 3.2.1 al diagrama de suesionesX //g
²²

∗ //

²²

�X�g
²²Y // ∗ // �Ypara obtener que �g es una f-equivalenia. Reiterando el proeso tenemosque �kg es una f-equivalenia para todo k ≥ 0.Debido a que F (B;E) ≃ F (�kB;�kE) para todo B, E y k ∈ Z,podemos onluir que si E es un espetro f-loal, entones �kE es �kf-loal para todo k ∈ Z y lo mismo para f-equivalenias, es deir, si g es unaf-equivalenia, entones �kg es una �kf-equivalenia para todo k ∈ Z. Apartir de este heho podemos deduir el siguiente resultado.

Proposición 3.2.4. Para ualquier apliai�on de espetros f y ualquierespetro X tenemos una equivalenia homot�opiaLf�−kX ≃ �−kL�kfX;para todo k ∈ ZDemostrai�on. La apliai�on de loalizai�on l : X −→ L�kfX es una �kf-equivalenia, por tanto �−kl es una f-equivalenia. Adem�as, �−kL�kfXes f-loal ya que L�kfX es �kf-loal. El resultado es onseuenia delorolario 3.1.2.
Proposición 3.2.5. Sea X −→ Y −→ Z una o�brai�on de espetros, y seaLf un funtor de loalizai�on ualquiera. Si LfX es ontr�atil, entonesla apliai�on Y −→ Z es una f-equivalenia.



46 Funtores de localización en homotoṕıa estableDemostrai�on. Consideremos la suesi�on exata larga de grupos abelianos
· · · −→ [�X;E℄ −→ [Z;E℄ −→ [Y;E℄ −→ [X;E℄ −→ · · ·asoiada a la suesi�on X → Y → Z para ualquier espetro E. Si E esf-loal, entones [�kX;E℄ = 0 para todo k ≥ 0, por la segunda partedel orolario 3.2.3, ya que omo LfX es ontr�atil, la apliai�on X −→ ∗es una f-equivalenia. As�� pues, [�kZ;E℄ ∼= [�kY;E℄ para todo k ≥ 0 ypara todo espetro E que sea f-loal, y esto implia que Y −→ Z es unaf-equivalenia.El funtor de loalizai�on es un funtor aditivo en Hos. Dados dos espe-tros ualesquiera X e Y , tenemos una equivalenia naturalLfX ∨ LfY ≃ Lf(X ∨ Y );ya que el oproduto lX ∨ lY : X ∨ Y −→ LfX ∨LfY es una f-equivaleniay LfX ∨ LfY es un produto de espetros f-loales y, por tanto, f-loal.Como onseuenia del orolario 3.2.3, para ualquier apliai�on f yualquier espetro X tenemos una apliai�on natural�LfX −→ Lf�X: (3.1)Cuando esta apliai�on natural es una equivalenia homot�opia deimos queel funtor Lf onmuta on la suspensi�on. As�� pues, el funtor Lf onmutaon la suspensi�on si y s�olo si �LfX ≃ Lf�X, ya que en este aso �LfX esf-loal, y entones la apliai�on (3.1) es una f-equivalenia entre espetrosf-loales.Trabajar on funtores de loalizai�on que onmutan on la suspensi�ontiene sus ventajas on respeto a los que no tienen esta propiedad. Para estalase de funtores los espetros f-loales y las f-equivalenias s�� que est�anerradas por suspensiones y desuspensiones arbitrarias, y adem�as preservano�braiones de espetros.

Teorema 3.2.6. Sea f : A −→ B una apliai�on de espetros. Son equiva-lentes:i) �LfX ≃ Lf�X para todo espetro X.ii) �kLfX ≃ Lf�kX para todo espetro X y todo k ∈ Z.



3.2 Propiedades de los funtores de localización 47iii) Si E es un espetro f-loal, entones �kE tambi�en es f-loal paratodo k ∈ Z.iv) Si g es una f-equivalenia, entones �kg es tambi�en una f-equi-valenia para todo k ∈ Z.v) LfX ≃ L�kfX para todo espetro X y todo k ∈ Z.vi) La apliai�on F (B;E) −→ F (A;E) induida por f es una equiva-lenia homot�opia para todo espetro f-loal E.vii) Si E es f-loal y X es ualquier espetro, entones F (X;E) esf-loal.viii) Si g : X −→ Y y h : M −→ N son f-equivalenias arbitrarias,entones la apliai�on g ∧ h : X ∧M −→ Y ∧ N tambi�en es unaf-equivalenia.ix) Si X → Y → Z es una o�brai�on de espetros, entones LfX →LfY → LfZ tambi�en es una o�brai�on de espetros.Demostrai�on. Los enuniados i) y ii) son equivalentes y ii) implia iii).Observar que iii) implia que �LfX es f-loal para todo X y por tanto seumple i) ya que (3.1) es una f-equivalenia. Utilizando las de�niiones sepuede ver diretamente que iii) y iv) son equivalentes. A partir de iv) sededue que para ualquier k ∈ Z, la apliai�on �kf es una f-equivalenia yf es una �kf-equivalenia. Esto nos die que la lase de espetros f-loalesy la lase de espetros �kf-loales oiniden, lo ual implia v). Ahora v)junto on la proposii�on 3.2.4 implia ii).El enuniado vi) es equivalente a a�rmar que f indue una equivaleniaF (B;�kE) ≃ F (A;�kE)para todo k ∈ Z, y por tanto se dedue a partir de iii). Para demostrar vii),hemos de omprobar queF (B;F (X;E)) ≃ F (A;F (X;E));lo ual es equivalente a que F (X;F (B;E)) ≃ F (X;F (A;E)), y esto sededue de vi). El apartado viii) se demuestra a partir de vii) tomando un



48 Funtores de localización en homotoṕıa estableespetro f-loal E ualquiera y observando queF (Y ∧N;E) ≃ F (Y; F (N;E)) ≃ F (X;F (N;E))
≃ F (N;F (X;E)) ≃ F (M;F (X;E)) ≃ F (X ∧M;E):Ahora iv) se dedue a partir de viii) haiendo el produto smash de g onla identidad en �kS, para k ∈ Z. Tenemos por tanto que los apartados i) aviii) son todos equivalentes entre s��.Para obtener ix) a partir de i), dada una o�brai�on X −→ Y −→ Z,onsideramos el diagrama�−1 //

²²

X //

²²

Y //

²²

Z //

²²

�X
²²Lf�−1Z // LfX // C // �Lf�−1Z // �LfX;donde C es la o�bra de la apliai�on Lf�−1Z −→ LfX. Apliando i)tenemos que �Lf�−1Z ≃ LfZ y �LfX ≃ Lf�X. As�� pues, todas lasapliaiones vertiales exepto quiz�as Y −→ C son f-equivalenias. El lemade los ino implia que Y −→ C es tambi�en una f-equivalenia y C esf-loal. Por lo tanto C ≃ LfY . Finalmente, para ver que ix) implia i)utilizamos la o�brai�on X −→ ∗ −→ �X, para ada X.Observai�on 3.2.7. Aunque nosotros nos entramos en el estudio de funto-res de f-loalizai�on en la ategor��a homot�opia estable, el teorema anteriortiene una apliai�on m�as general. La equivalenia entre los apartados i) avi) es v�alida para ualquier funtor exato en una ategor��a triangulada C,sustituyendo F (X;Y ) por el onjunto de mor�smos C(X;Y ) entre X e Yen C. El resto de los apartados utilizan para su demostrai�on propiedadesdel produto smash de espetros, propias de la ategor��a estable.Hemos vistos que s�olo los funtores que onmutan on la suspensi�onpreservan ualquier o�brai�on de espetros. Dado un funtor de loalizai�onualquiera y una o�brai�on, podemos obtener otra o�brai�on loalizando�uniamente la �bra. Esta onstrui�on que desribiremos a ontinuai�onreibe el nombre de loalizai�on �bra a �bra.

Proposición 3.2.8. Si X −→ Y −→ Z es una o�brai�on de espetros,entones existe otra o�brai�on de espetros LfX −→ Y −→ Z y unaapliai�on Y −→ Y que es una f-equivalenia.



3.2 Propiedades de los funtores de localización 49Demostrai�on. Tenemos el siguiente diagrama�−1Z // X //lX
²²

Y // Z�−1Z // LfX ZSea Y la o�bra de la omposii�on �−1Z −→ X lX−→ LfX. La apliai�oninduida Y −→ Y es una f-equivalenia, por el segundo apartado de laproposii�on 3.2.1.Tambi�en es posible mezlar la loalizai�on �bra a �bra on la loaliza-i�on on respeto a la suspensi�on de una apliai�on.
Proposición 3.2.9. Si X −→ Y −→ Z es una o�brai�on de espetros,entones existe otra o�brai�on de espetros LfX −→ Y −→ L�fZ yuna apliai�on Y −→ Y que es una f-equivalenia.Demostrai�on. Tenemos ahora el siguiente diagrama�−1Z //l�−1Z

²²

X //lX
²²

Y // ZlZ
²²Lf�−1Z // LfX L�fZ;y de�nimos Y omo la o�bra de Lf�−1Z −→ LfX. Tenemos as�� de�nidauna apliai�on Y −→ Y que es una f-equivalenia por el segundo apartadode la proposii�on 3.2.1.Diremos que un funtor de f-loalizai�on es uasi-exato si dada unao�brai�on de espetros X → Y → Z en la ual X y Z son f-loales,entones Y tambi�en lo es. Esta lase de funtores tiene mejores propiedadesde onservai�on de o�braiones.

Proposición 3.2.10. Sea X −→ Y −→ Z una o�brai�on de espetros dondeZ es f-loal. Si el funtor Lf es uasi-exato, entones Lf preserva lao�brai�on.Demostrai�on. Apliando loalizai�on �bra a �bra (proposii�on 3.2.8) ala suesi�on X −→ Y −→ Z y utilizando que Lf es uasi-exato, tenemosque Y es f-loal, ya que Z lo es por hip�otesis. Por lo tanto LfY ≃ Y , y elfuntor Lf onserva la o�brai�on.
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3.3. NulificacionesUn aso partiular importante de f-loalizaiones es aquel en que la aplia-i�on f es de la forma f : A −→ ∗. A estas f-loalizaiones se les llama nuli-�aiones. En estos asos el funtor Lf se denota omo PA y se le denominafuntor de A-nuli�ai�on. Los espetros loales orrespondientes se llamanA-nulos y las f-equivalenias reiben el nombre de PA-equivalenias.
Definición 3.3.1. Sea A un espetro ualquiera.i) Un espetro X se llama A-nulo si F (A;X) ≃ ∗.ii) Una apliai�on g : X −→ Y es una PA-equivalenia si g indue unaequivalenia homot�opia F (Y; Z) ≃ F (X;Z) para todo espetro Zque sea A-nulo.Un aso espeial de nuli�aiones se da uando loalizamos on respetoa la apliai�on f : �kS −→ ∗, donde S es el espetro de las esferas y k ∈ Z.En este aso P�k+1SE ≃ E(k), donde E(k) es la k-�esima sei�on de Postnikovde E, es deir, �i(E(k)) = 0 para i > k y hay una apliai�on E −→ E(k)que indue isomor�smos en los grupos de homotop��a de dimensi�on menor oigual que k (v�ease de�nii�on 1.2.11). Los espetros onetivos pueden verseentones omo aquellos espetros E tales que PSE = 0. Esta araterizai�onnos permite demostrar el siguiente resultado:
Proposición 3.3.2. Si f : A −→ B es una apliai�on de espetros on A y Bonetivos, entones el funtor de loalizai�on no ambia los grupos dehomotop��a en dimensiones negativas. En partiular, si E es onetivo,entones LfE tambi�en lo es.Demostrai�on. Si A y B son onetivos, entones f : A −→ B es una PS-equivalenia, ya que PSf = 0. Por lo tanto, F (B;Z) ≃ F (A;Z) para todoespetro Z que sea S-nulo. Esto implia que todo espetro S-nulo es f-loaly as�� toda f-equivalenia es tambi�en una PS-equivalenia. En partiular, laapliai�on de loalizai�on es una PS-equivalenia.Para ualquier funtor de f-loalizai�on, dada una apliai�on entre es-petros f-loales, hemos visto en la proposii�on 3.2.1 que la �bra de estaapliai�on tambi�en es f-loal. En el aso de los funtores de nuli�ai�on seumple adem�as que son uasi-exatos.
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Lema 3.3.3. Sea PA el funtor de A-nuli�ai�on y sea X −→ Y −→ Z unao�brai�on de espetros. Si X y Z son A-nulos, entones Y tambi�enes A-nulo.Demostrai�on. Tenemos asoiada a la o�brai�on una suesi�on exata
· · · −→ [�A; Y ℄ −→ [�A;Z℄ −→ [A;X℄ −→ [A; Y ℄ −→ [A;Z℄ −→ · · ·Como X y Z son A-nulos, [�kA;X℄ ∼= [�kA;Z℄ = 0 para todo k ≥ 0, porlo que [�kA; Y ℄ = 0 para todo k ≥ 0.Existe una estreha relai�on entre un funtor de f-loalizai�on y la nuli-�ai�on on respeto a la o�bra de f . Si f : A −→ B es una apliai�on deespetros y C es la o�bra de f , siempre hay una transformai�on naturalde funtores PC −→ Lfya que todo espetro que es f-loal es C-nulo. Del mismo modo, hay trans-formaiones naturales de funtoresL�f −→ PC y Lf −→ P�−1Cya que todo espetro C-nulo es �f-loal y todo espetro �−1C-nulo esf-loal respetivamente. De esta manera tenemos asoiada una torre defuntores de loalizai�on
· · · → P�C → L�f → PC → Lf → P�−1C → L�−1f → P�−1C → · · · (3.2)que onverge por la izquierda al funtor identidad. Esta torre de loalizaio-nes es similar a la que aparee en [CR97℄ en el aso de espaios topol�ogios.Esta peque~na diferenia entre f-loalizai�on y nuli�ai�on desapareeuando el funtor Lf onmuta on la suspensi�on. De heho, un funtor def-loalizai�on que onmuta on la suspensi�on es un funtor de nuli�ai�on.

Proposición 3.3.4. Si el funtor de loalizai�on Lf onmuta on la sus-pensi�on, entones la apliai�on natural PCX −→ LfX, donde C es lao�bra de f , es una equivalenia homot�opia para todo espetro X.Demostrai�on. Tenemos transformaiones naturales L�f −→ PC −→ Lfque orresponden a las respetivas inlusiones de lases de espetros loales.Como la omposii�on L�f −→ Lf es una equivalenia por el apartado v)del teorema 3.2.6, tambi�en lo es la apliai�on PCX −→ LfX, para todoespetro X.
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Proposición 3.3.5. El funtor de loalizai�on Lf onmuta on la suspensi�onsi y s�olo si el funtor de nuli�ai�on PC, donde C es la o�bra de f ,onmuta on la suspensi�on.Demostrai�on. Si X f
−→ Y −→ C es una o�brai�on de espetros, enton-es F (X;E) ←− F (Y;E) ←− F (C;E) es otra o�brai�on de espetros paratodo espetro E. Esta nueva o�brai�on da lugar a una suesi�on exatalarga de grupos de homotop��a

· · · −→ �n+1(F (Y;E)) −→ �n+1(F (X;E)) −→ �n(F (C;E))
−→ �n(F (Y;E)) −→ �n(F (X;E)) −→ �n−1(F (C;E)) −→ · · ·Por el apartado vi) del teorema 3.2.6, el funtor Lf onmuta on la suspen-si�on si y s�olo si F (Y;E) ≃ F (X;E) para todo espetro E que sea f-loal.Usando la suesi�on exata de homotop��a, obtenemos que �n(F (C;E)) = 0para todo n ∈ Z. Esto es equivalente a que F (C;E) ≃ ∗ y esto ourre siy s�olo si el funtor PC onmuta on la suspensi�on, utilizando de nuevo elapartado vi) del teorema 3.2.6.Como ya hemos visto, todo funtor Lf que onmuta on la suspensi�ones un funtor de nuli�ai�on on respeto a la o�bra de f , pero no todoslos funtores de nuli�ai�on onmutan on la suspensi�on. Las seiones dePostnikov, es deir, los funtores de nuli�ai�on P�kS, son un ejemplo defuntores de loalizai�on que no onmutan on la suspensi�on; de heho, dadok ∈ Z, si �k(E) 6= 0, entones P�k+1S�E 6≃ �P�k+1SE.Sin embargo, los funtores de nuli�ai�on tienen mejores propiedades deonservai�on o�braiones que un funtor de f-loalizai�on ualquiera.

Corolario 3.3.6. Sea X −→ Y −→ Z una o�brai�on de espetros y seaPA el funtor de A-nuli�ai�on. Si Z es A-nulo, entones el funtor PApreserva la o�brai�on.Demostrai�on. Los funtores de nuli�ai�on son uasi-exatos, por el lema3.3.3. Basta on apliar ahora la proposii�on 3.2.10.
3.4. Localizaciones en conjuntos de primosLa teor��a de loalizai�on en onjuntos de primos en las ategor��as de espa-ios topol�ogios y grupos ha sido ampliamente estudiada durante la d�eada



3.4 Localizaciones en conjuntos de primos 53de los a~nos 70 [BK72a℄, [HMR75℄. Dado un onjunto de n�umeros primosP (que puede ser va��o), un espaio simplemente onexo se die que es P -loal si todos sus grupos de homotop��a son ZP -m�odulos, donde ZP denotael anillo de los enteros loalizados en P , esto es, ZP es el subanillo de Q queontiene a Z y en el que son invertibles todos los primos que no perteneena P . Para ada espaio simplemente onexo X, existe una apliai�on �uniasalvo homotop��a X −→ XP que indue un isomor�smo natural�k(X) −→ �k(X)⊗ ZPpara todo k ≥ 2. El espaio XP es la loalizai�on de X en el onjunto deprimos P , tambi�en llamado P -loalizai�on de X.En la ategor��a de grupos abelianos, la P -loalizai�on de un grupo abe-liano G viene de�nida por el homomor�smo de gruposlG : G −→ G⊗ ZP ;donde lG(g) = g ⊗ 1. El grupo G se die que es P -loal si lG es un iso-mor�smo. Un homomor�smo de grupos abelianos f : G −→ H se die queP -loaliza a G si existe un isomor�smo h : G⊗ZP −→ H tal que el siguientediagrama onmuta G lG //f
²²

G⊗ ZPh
zzuuuuuuuuuH:

Lema 3.4.1. Para ada grupo abeliano G, ada espetro X y todo k ∈ Z,existe una suesi�on exata natural de grupos abelianos0 −→ Ext(G;�k+1(X)) −→ [�kMG;X℄ −→ Hom(G;�k(X)) −→ 0donde MG es el espetro de Moore asoiado a G.Demostrai�on. Sea ⊕�Z → ⊕�Z → G una presentai�on libre del grupo G.Tenemos asoiada una o�brai�on de espetros de Moore
∨��kS −→ ∨��kS −→ �kMG −→ ∨��k+1S −→ ∨��k+1Sque da la siguiente suesi�on exata:Hom(⊕�Z; �k+1(X)) −→ Hom(⊕�Z; �k+1(X)) −→ [�kMG;X℄

−→ Hom(⊕�Z; �k(X)) −→ Hom(⊕�Z; �k(X))para todo k ∈ Z.



54 Funtores de localización en homotoṕıa estableEn el aso de la ategor��a homot�opia estable, para ada espetro X, laP -loalizai�on de X se de�ne omo la apliai�on natural1 ∧ � : X ≃ X ∧ S −→ X ∧MZP ;dondeMZP es el espetro de Moore asoiado a ZP y la apliai�on � : S −→MZP orresponde a la unidad de ZP ∼= �0(MZP ). Un espetroX se die quees P -loal si la apliai�on 1∧� es una equivalenia. A menudo esribiremosXP para denotar X ∧MZP .Una de las onseuenias diretas de la de�nii�on es que la P -loalizai�onde espetros es una loalizai�on homol�ogia on respeto a la teor��a de ho-molog��a que de�ne MZP (v�ease ap��tulo 5). As�� pues, la P -loalizai�ononmuta on la suspensi�on. Otro heho importante es que SP ≃ MZP ypor lo tanto XP ≃ X ∧ SPpara todo espetroX. Esta propiedad nos die que la P -loalizai�on de ual-quier espetro X viene determinada por la P -loalizai�on del espetro delas esferas. Esta arater��stia no es propia �uniamente de la P -loalizai�on,sino que la omparten otros funtores de loalizai�on m�as generales, que lla-maremos funtores de loalizai�on smashing. Para esta lase de funtores, laloalizai�on de ualquier espetro se obtiene haiendo el produto smashde diho espetro on la loalizai�on de la esfera. Veremos m�as detallessobre estos funtores de loalizai�on en la sei�on 5.4.La P -loalizai�on de espetros P -loaliza los grupos de homotop��a y losgrupos de homolog��a. En efeto, para todo k ∈ Z y ualquier espetro Xtenemos un isomor�smo�k(XP ) ∼= �k(X)⊗ �0(MZP ) ∼= �k(X)⊗ ZP :A partir de este resultado se dedue un isomor�smo an�alogo para homo-log��a. Dados espetros X y E ualesquiera y para todo k ∈ Z, tenemos unisomor�smo Ek(XP ) ∼= �k(E ∧X ∧MZP ) ∼= Ek(X)⊗ ZP :Sin embargo, no suede lo mismo en el aso de la ohomolog��a. Apliandoel lema 3.4.1 tenemos el siguiente isomor�smoEk(XP ) ∼= [X ∧MZP ;�kE℄ ∼= [MZP ; F (X;�kE)℄
∼= Hom(ZP ; Ek(X))⊕ Ext(ZP ; Ek−1(X));



3.4 Localizaciones en conjuntos de primos 55para todo k ∈ Z y ualesquiera espetros E y X.La P -loalizai�on de espetros es un aso partiular de f-loalizai�on. Aontinuai�on veremos �omo onstruir una apliai�on f expl��itamente. Su-pongamos que queremos loalizar un espetro X en un onjunto de primosP . Para ada primo q que no est�a en el onjunto P tenemos una apliai�onS ×q
−→ S que indue multipliai�on por q en �0(S) ∼= Z. Sea g el wedge detodas estas apliaiones, una para ada q que no est�e en P ,g : ∨q 6∈P S −→ ∨q 6∈PS:Con esta de�nii�on de la apliai�on g, un espetro es g-loal si la apliai�oninduida por g F (∨q 6∈PS;X) −→ F (∨q 6∈PS;X)es una equivalenia homot�opia, es deir, si los grupos de homotop��a �k(X)son ZP -m�odulos para todo k ≥ 0.Sea ahora la apliai�on f = ∨n<0�ng de�nida omo el wedge de todaslas desuspensiones de g. En este aso, un espetro es f-loal si y s�olo si todossus grupos de homotop��a son ZP -m�odulos. La apliai�on de P -loalizai�onX −→ XP es una equivalenia (es deir, el espetro X es P -loal) si y s�olosi todos los grupos de homotop��a de X son ZP -m�odulos. As�� pues, el funtorLf y el funtor de P -loalizai�on tienen los mismos espetros loales y portanto son equivalentes.

Teorema 3.4.2. Sea P un onjunto de primos y sea g : ∨q 6∈P S −→ ∨q 6∈PSel wedge de todas las apliaiones (una para ada q que no est�e en P )que induen multipliai�on por q en �0(S), y onsideremos la apliai�onf = ∨n<0�ng. Entones, LfX ≃ XP para todo espetro X.Observar que en la onstrui�on de la apliai�on f no es neesario on-siderar todas las desuspensiones para n < 0; basta on tomar las desuspen-siones a partir de un ierto k ≤ 0. As��, si f = ∨n<kg, donde k ≤ 0, entonestambi�en se umple que LfX ≃ XP .El funtor de P -loalizai�on es tambi�en equivalente a la nuli�ai�on onrespeto a la o�bra de f , ya que la P -loalizai�on onmuta on la suspen-si�on. En este aso, si C es la o�bra de f ,C ≃ ∨q 6∈P;n<0�nMZ=q:Tambi�en podemos onsiderar el funtor de nuli�ai�on on respeto a M =
∨q 6∈PMZ=q, la o�bra de g. El funtor de nuli�ai�on orrespondiente PM



56 Funtores de localización en homotoṕıa estableno onmuta on la suspensi�on, ya que Lg no onmuta on la suspensi�on, yno ambia los grupos de homotop��a en dimensiones negativas por la propo-sii�on 3.3.2. Del lema 3.4.1 se sigue que los espetros M -nulos son aquellosespetros X tales que �k(X) es un ZP -m�odulo para todo k > 0 y �0(X)es libre de P ′-torsi�on, donde P ′ denota el omplementario del onjunto P .Por lo tanto, la nuli�ai�on on respeto a ∨q 6∈PMZ=q mata la P ′-torsi�onen �0 y P -loaliza los grupos de homotop��a en dimensiones positivas. Eneste aso, la torre de loalizai�on (3.2) asoiada a la apliai�on g nos dauna suesi�on de funtores de loalizai�on
· · · → P�M → L�g → PM → Lg → P�−1M → L�−1g → P�−1M → · · ·que onverge al funtor identidad por la izquierda y al funtor de P -loaliza-i�on por la dereha.



Caṕıtulo 4

Conservación de estructurasExiste una amplia antidad de estruturas algebraias que se onservan ba-jo la apliai�on de funtores idempotentes en homotop��a inestable y en otrasategor��as. Por ejemplo, la lase de los espaios que se expresan omo unproduto de espaios de Eilenberg{MaLane (tambi�en llamados GEMs) seonserva uando apliamos un funtor de loalizai�on on respeto a ual-quier apliai�on ontinua. En la ategor��a de grupos, los funtores idempo-tentes preservan los grupos abelianos, y otras estruturas omo la de gruponilpotente se onservan bajo la ai�on de loalizaiones homol�ogias o loa-lizaiones en onjuntos de primos. Una reopilai�on reiente de resultadossobre la preservai�on de estruturas por funtores idempotentes en la ate-gor��a de espaios topol�ogios y en la ategor��a de grupos puede enontrarseen [Cas00℄ y [Bas03℄.En este ap��tulo estudiamos las estruturas de espetro anillo y espetrom�odulo en la ategor��a homot�opia estable y su omportamiento respeto alos funtores de loalizai�on. En esta ategor��a, los espetros anillo se orres-ponden on los monoides y los espetros m�odulo on los m�odulos sobremonoides. Presentaremos resultados sobre la onservai�on de estruturasde espetro anillo y espetro m�odulo en la ategor��a homot�opia estable yderivaremos algunas propiedades importantes. Demostraremos que los fun-tores de loalizai�on se omportan bien on respeto a estas estruturasuando onmutan on la suspensi�on o si a~nadimos adeuadas hip�otesis deonetividad. Por ejemplo, los funtores de loalizai�on onservan espetrosm�odulo sobre espetros anillo onetivos.Un aso importante de espetros m�odulo lo forman los espetros m�odulosobre el espetro anillo de Eilenberg{MaLane HR, o HR-m�odulos, donde



58 Conservación de estructurasR es un anillo on unidad. Veremos que estos espetros son preisamentelos R-GEMs estables, es deir, espetros que esinden omo un wedge desuspensiones de espetros de Eilenberg{MaLane uyos grupos de homo-top��a son R-m�odulos. Como onseuenia, demostraremos que los funtoresde loalizai�on preservan R-GEMs estables, an�alogamente a omo ourr��aen el aso inestable [Far96, 4.B.4℄.
4.1. Espectros anillo y espectros móduloAunque es posible trabajar on m�odulos y anillos estritos graias a lasnuevas ategor��as de modelos para la homotop��a estable, durante todo elap��tulo trabajaremos on espetros anillo y espetros m�odulo en la ate-gor��a homot�opia. En el ap��tulo 7 trataremos on m�as detalle la difereniaentre espetros m�odulo estritos y homot�opios y sus ategor��as asoiadas.Trabajaremos en la ategor��a homot�opia estable Hos. Los espetrosanillo y los espetros m�odulo se de�nen en esta ategor��a omo los monoidesy los m�odulos sobre monoides respetivamente.
Definición 4.1.1. Un espetro anillo E es un espetro junto on dos aplia-iones � : E∧E −→ E y � : S −→ E, que se llaman el produto y la unidaddel anillo, tales que los siguientes diagramas onmutan salvo homotop��a:E ∧ E ∧ E 1∧�

//�∧1
²²

E ∧ E�
²²E ∧ E � // E E ∧ S 1∧�

//

KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK
E ∧ E�

²²

S ∧ E�∧1
oo

ssssssssss

ssssssssssE:A vees se denota el espetro anillo E por la terna (E;�; �).Un espetro anillo E se die onmutativo si el siguiente diagrama on-muta salvo homotop��a: E ∧ E � //�
##G

GG
GG

GG
GG

E ∧ E�
{{ww

ww
ww

ww
wE;donde � es la apliai�on twist (que permuta los dos fatores).Una apliai�on ' : (E;�; �) → (E ′; �′; �′) de espetros anillo es una apli-ai�on ' : E −→ E ′ que es ompatible on el produto y la unidad de los



4.1 Espectros anillo y espectros módulo 59dos anillos, es deir, tal que los siguientes diagramas onmutan salvo ho-motop��a: E ∧ E '∧'
//�

²²

E ′ ∧ E ′�′

²²E ' // E ′

S�
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ÄÄ
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ÃÃA
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AA

AA
AE ' // E:La ategor��a de espetros anillo (homot�opios) es la subategor��a de Hosuyos objetos son los espetros anillo y uyos mor�smos son las apliaionesde espetros anillo. Dado un espetro anillo podemos onsiderar los m�odulossobre este anillo.

Definición 4.1.2. Dado un espetro anillo (E;�; �), un espetro m�odulo(M;m) sobre E, o simplemente un E-m�odulo, es un espetro M junto onuna apliai�on m : E ∧M →M tal que los siguientes diagramas onmutansalvo homotop��a:E ∧ E ∧M �∧1
//1∧m

²²

E ∧Mm
²²E ∧M m // M S ∧M �∧1

//

LLLLLLLLLL

LLLLLLLLLL
E ∧Mm

²²M:SiM y N son dos E-m�odulos, una apliai�on ' : (M;m) → (N;n) es unaapliai�on de E-m�odulos si es ompatible on las apliaiones de estruturam y n, es deir, si el siguiente diagrama onmuta salvo homotop��a:E ∧M 1∧'
//m

²²

E ∧Nn
²²M ' // N:La ategor��a de E-m�odulos (homot�opios) es la subategor��a de Hos uyosobjetos son los E-m�odulos y uyos mor�smos son las apliaiones de E-m�odulos. Denotaremos esta ategor��a por E-hmod.Ejemplo 4.1.3. Sea R un anillo (en el sentido algebraio) on unidad y Mun R-m�odulo. Entones el espetro de Eilenberg{MaLane HR asoiado aR es un espetro anillo, que es onmutativo si R lo es, y el espetro HM esun HR-m�odulo. De heho, las apliaiones que de�nen las estruturas deespetro anillo y m�odulo vienen induidas por la multipliai�on y la unidadde R omo anillo y la apliai�on de estrutura de M omo R-m�odulo. M�as



60 Conservación de estructurasonretamente, la multipliai�on en R es un elemento de Hom(R ⊗ R;R),que da lugar a una apliai�on � : HR ∧HR −→ HR del siguiente modo:[HR ∧HR;HR℄ = (HR)0(HR ∧HR)
∼= Hom((HZ)0(HR ∧HR); R) = Hom(R⊗R;R):En la �ultima igualdad utilizamos que (HZ)0(HR ∧ HR) = R ⊗ R. Esteheho se dedue utilizando que HR y HR∧HR son espetros onetivos yapliando el teorema 1.2.14 (teorema de Hurewiz). La unidad de R es unelemento de �0(HR) y por lo tanto da lugar a una apliai�on � : S −→ HR.La terna (HR;�; �) as�� de�nida es un espetro anillo. Los diagramas quede�nen la estrutura de espetro anillo onmutan graias al isomor�smonatural [X;HR℄ ∼= Hom((HZ)0(X); (HZ)0(HR));que se dedue del teorema de oe�ientes universales (teorema 1.2.16) yque es v�alido para todo espetro X que sea onetivo.Para ver que HM es un HR-m�odulo se proede de la misma manera.Ahora la estrutura de R-m�odulo de M viene dada por un elemento deHom(R ⊗M;M) y �este da lugar a una apliai�on m : HR ∧HR −→ HM ,ya que[HR ∧HM;HM ℄ = (HM)0(HR ∧HM)

∼= Hom((HZ)0(HR ∧HM);M) = Hom(R⊗M;M):As�� pues, el par (HM;m) es un HR-m�odulo.Observai�on 4.1.4. Del mismo modo que todo anillo es un grupo abeliano,el espetro HR es un HZ-m�odulo para todo anillo R, v��a la apliai�onHZ −→ HR induida por el mor�smo Z −→ R que env��a la unidad de Z ala unidad del anillo R.Si M es un espetro E-m�odulo, entones para ada espetro X el gru-po abeliano graduado [�∗X;M ℄ es un �∗(E)-m�odulo. Para ada apliai�on� ∈ �i(E) y ada apliai�on f ∈ [�jX;M ℄ obtenemos otra apliai�on en[�i+jX;M ℄ omponiendo on la apliai�on de estrutura de E-m�odulo deM de la siguiente manera:�i+jX ≃ �iS ∧ �jX �∧f
−→ E ∧M m

−→M:En partiular, tomando i = 0 y X = S obtenemos que, si M es un HR-m�odulo, entones sus grupos de homotop��a �k(M) sonR-m�odulos para todok ∈ Z.
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4.2. Localización de espectros anillo y espectros móduloA ontinuai�on vamos a estudiar la interai�on de los funtores de loali-zai�on on las estruturas de anillo y de m�odulo. En el aso de funtoresde f-loalizai�on que onmutan on la suspensi�on, la f-loalizai�on de unespetro anillo o m�odulo adquiere una estrutura ompatible de anillo om�odulo respetivamente. Reordemos que el funtor Lf onmuta on la sus-pensi�on si Lf�X ≃ �LfX para todo espetro X (v�ease teorema 3.2.6).En el resto de esta sei�on supondremos que f es una apliai�on deespetros ualquiera y esribiremos L para denotar al funtor de loaliza-i�on Lf . Del mismo modo nos referiremos omo espetros loales o es-petros L-loales a los espetros f-loales, y omo L-equivalenias a lasf-equivalenias.
Teorema 4.2.1. Si el funtor de loalizai�on L onmuta on la suspensi�on,entones se umple lo siguiente:i) Si E es un espetro anillo, entones el espetro LE adquiere una�unia estrutura de espetro anillo tal que la apliai�on de loa-lizai�on lE : E −→ LE es una apliai�on de anillos. Si adem�as Ees onmutativo, entones tambi�en lo es LE.ii) Si M es un espetro E-m�odulo, entones el espetro LM adquiereuna �unia estrutura de E-m�odulo tal que la apliai�on de loali-zai�on lM : M −→ LM es una apliai�on de E-m�odulos. Adem�asLM admite una �unia estrutura de LE-m�odulo que extiende laestrutura de E-m�odulo.Demostrai�on. Para demostrar la primera parte neesitamos onstruir unproduto y una unidad en LE. Como el espetro LE es loal y el funtor deloalizai�on onmuta on la suspensi�on, por el teorema 3.2.6 tenemos unaequivalenia homot�opiaF (E;LE) ≃ F (LE;LE):Esta equivalenia, junto on la propiedad de adjuni�on del produto smashda lugar a una suesi�on de isomor�smos[E ∧ E;LE℄ ∼= [E;F (E;LE)℄ ∼= [E;F (LE;LE)℄

∼= [E ∧ LE;LE℄ ∼= [LE;F (E;LE)℄ ∼= [LE;F (LE;LE)℄
∼= [LE ∧ LE;LE℄:



62 Conservación de estructurasDe este modo, si � y � son el produto y la unidad respetivamente delespetro anillo E, la apliai�on � se extiende a una �unia apliai�on� : LE ∧ LE −→ LEque hae que el siguiente diagrama onmute salvo homotop��a:E ∧ E �
//lE∧lE

²²

ElE
²²LE ∧ LE � // LE: (4.1)La unidad � de LE la de�nimos omo la omposii�on lE ◦ �:E lE // LES:� OO � ==

(4.2)El espetro LE junto on las apliaiones � y � tiene estrutura de espetroanillo. La onmutatividad de los diagramas que de�nen esta estrutura para� y � se deduen de la onmutatividad de los diagramas para � y � y de lapropiedad universal del funtor de loalizai�on (utilizando la parte viii) delteorema 3.2.6). La onmutatividad de los diagramas (4.1) y (4.2) onviertea la apliai�on de loalizai�on lE : E −→ LE en una apliai�on de anillos.La segunda parte se demuestra del mismo modo. Ahora neesitamosonstruir una apliai�on m : E ∧ LM −→ LM que dote a LM de unaestrutura de E-m�odulo. Sea m : E ∧M −→M la apliai�on de estruturade E-m�odulo de M . Tenemos ahora una suesi�on de isomor�smos[E∧M;LM ℄ ∼= [E;F (M;LM)℄ ∼= [E;F (LM;LM)℄ ∼= [E∧LM;LM ℄: (4.3)De esta manera, la apliai�on m se extiende a una �unia apliai�onm : E ∧ LM −→ LMque hae que el siguiente diagrama onmute salvo homotop��a:E ∧M m //1∧lM
²²

MlM
²²E ∧ LM m // LM; (4.4)



4.2 Localización de espectros anillo y espectros módulo 63y as��,m dota a LM de estrutura de E-m�odulo. Como antes, la onmutati-vidad de los diagramas de estrutura param se sigue de la onmutatividadde los diagramas para m y la propiedad universal de la loalizai�on. Laonmutatividad del diagrama (4.4) prueba que la apliai�on de loalizai�onlM : M −→ LM es una apliai�on de E-m�odulos.Para dotar a LM on una estrutura de LE-m�odulo basta on avanzarun paso m�as en los isomor�smos de (4.3):[E ∧LM;LM ℄ ∼= [LM;F (E;LM)℄ ∼= [LM;F (LE;LM)℄ ∼= [LM ∧LE;LM ℄:As��, la apliai�on m : E ∧ M −→ M se extiende a una �unia apliai�onm̃ : LE ∧ LM −→ LM que hae que el siguiente diagrama onmute salvohomotop��a: E ∧M m //lE∧lM
²²

MlM
²²LE ∧ LM m̃ // LM;dando a LM una estrutura de LE-m�odulo.Los funtores de loalizai�on que no onmutan on la suspensi�on no on-servan las estruturas de espetro anillo y espetro m�odulo en general, omoveremos a ontinuai�on. El siguiente lema es �util para demostrar que iertosespetros no admiten estrutura de anillo o m�odulo.

Lema 4.2.2. Sean E y F dos espetros anillo y sea M un espetro E-m�odulo. Si F0(E) = 0, entones Fk(M) = 0 para todo k ∈ Z.Demostrai�on. Como E y F son espetros anillo, tambi�en lo es E ∧ F ,tomando omo produto y omo unidad el smash de los produtos y lasunidades de E y F respetivamente. Por hip�otesis F0(E) = 0, que es equi-valente a que �0(E ∧F ) = 0; por lo tanto, la unidad S −→ E ∧F de E ∧Fes nula y esto implia que E ∧ F ≃ 0. Si M es un E-m�odulo, entones laomposii�on S ∧M �∧1
−→ E ∧M m

−→M;donde � es la unidad de E y m es la apliai�on de estrutura de E-m�odulode M , es una equivalenia homot�opia. Si haemos el produto smash deF on esta omposii�on seguimos teniendo una equivaleniaS ∧ F ∧M −→ E ∧ F ∧M −→ F ∧M;



64 Conservación de estructurasy as�� obtenemos que F ∧M ≃ 0, por lo que Fi(M) = �i(F ∧M) = 0 paratodo i ∈ Z.Ejemplo 4.2.3. El siguiente ejemplo muestra que la loalizai�on no onser-va en general las estruturas de espetro anillo y espetro m�odulo. Dadoun n�umero natural n y un primo �jado p, denotaremos por K(n) el es-petro anillo orrespondiente a la n-�esima teor��a K de Morava referida alprimo p. Consideremos ahora el funtor de loalizai�on orrespondiente ala sei�on de Postnikov en el nivel ero. Dado un espetro X ualquiera,se denota por X(0) la sei�on de Postnikov en el nivel ero de X (v�easede�nii�on 1.2.11). Este funtor es el funtor de f-loalizai�on on respetoa la apliai�on f : �S −→ ∗. Al apliarlo al espetro K(n), tenemos que(HZ=p)0(K(n)(0)) = 0 y (HZ=p)i(K(n)(0)) 6= 0 para alg�un i > 0 (v�ease[Rud98, IX.7.27℄). Por el lema 4.2.2, esto implia que K(n)(0) no puedetener estrutura de espetro anillo.Otra manera de ver este heho es a partir de la o�brai�on�dk(n) −→ K(n) −→ K(n)(0); (4.5)donde d = 2(pn−1) y k(n), que es la o�bra de la apliai�on de loalizai�on,denota el reubridor onetivo de K(n). Supongamos que K(n)(0) fuese unespetro anillo. Entones K(n)(0) ∧ HZ=p tambi�en lo ser��a, ya que HZ=plo es. Como K(n) ∧HZ=p ≃ 0, se sigue que (HZ=p)0(K(n)(0) = 0. Por lotanto, la unidad S −→ K(n)(0)∧HZ=p de K(n)(0)∧HZ=p ser��a nula, y estoimpliar��a que K(n)(0) ∧HZ=p ≃ 0. Pero esto, junto on la suesi�on (4.5),llevar��a a una ontradii�on, ya que la ohomolog��a m�odulo p de k(n), esun oiente no nulo del �algebra de Steenrod (ver [Rud98, IX.7.17℄).El mismo argumento, onsiderando K(n) omo un m�odulo sobre s�� mis-mo y utilizando que (HZ=p)0(K(n)) = 0 y el lema 4.2.2, prueba queK(n)(0)no tiene estrutura de K(n)-m�odulo.El heho de que los funtores de loalizai�on que no onmutan on lasuspensi�on no onserven en general las estruturas de espetro anillo yespetro m�odulo puede soluionarse imponiendo algunas ondiiones deonetividad sobre los espetros que hagan que la adjuni�onF (X ∧ Y; Z) ≃ F (X;F (Y; Z));en la que apareen los reubridores onetivos del espetro de funiones,sea v�alida. Esto es ierto uando el espetro X sea onetivo.
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Teorema 4.2.4. Si L es un funtor de loalizai�on ualquiera, entones seumple lo siguiente:i) Si E es un espetro anillo onetivo y LE es onetivo, entones elespetro LE adquiere una �unia estrutura de espetro anillo talque la apliai�on de loalizai�on lE : E −→ LE es una apliai�onde anillos. Si adem�as E es onmutativo, entones tambi�en lo esel espetro LE.ii) Si M es un espetro E-m�odulo, donde E es un espetro anillo o-netivo, entones el espetro LM adquiere una �unia estrutura deE-m�odulo tal que la apliai�on de loalizai�on lM : M −→ LM esuna apliai�on de E-m�odulos. Adem�as si LE tambi�en es oneti-vo, LM admite una �unia estrutura de LE-m�odulo que extiendela estrutura de E-m�odulo.Demostrai�on. Si E es un espetro onetivo, tenemos las siguientes equi-valenias F (E;F (X;Y )) ≃ F (E;F (X;Y )) ≃ F (E ∧X;Y )para todo par de espetros X e Y , que dan lugar a una biyei�on[E;F (X;Y )℄ ∼= [E ∧X;Y ℄:La demostrai�on se ompleta siguiendo los mismos pasos que en la demos-trai�on del teorema 4.2.1Observai�on 4.2.5. La hip�otesis de que LE sea onetivo en el teorema4.2.4 se umple autom�atiamente uando los espetros E, A y B son o-netivos, por la proposii�on 3.3.2 (A y B son los espetros que apareen enla apliai�on f que de�ne el funtor de loalizai�on).
4.3. Módulos sobre espectros de Eilenberg–Mac LaneEn esta sei�on vamos a desribir la estrutura de los m�odulos sobre espe-tros anillo de Eilenberg{MaLane. Estos m�odulos van a venir arateriza-dos por ser preisamente aquellos m�odulos que esinden omo un wedge desuspensiones de espetros de Eilenberg{MaLane. En el aso de espaios



66 Conservación de estructurastopol�ogios, aquellos espaios que esinden omo un produto de espaiosde Eilenberg{MaLane se llaman GEMs. Los espaiosX on esta propiedadest�an araterizados por ser retratos de SP∞X, donde SP∞ es el produtosim�etrio in�nito de Dold{Thom [Far96, 4.B.2℄.Dado un anillo R ualquiera on unidad, onsideremos el espetro deEilenberg{MaLane asoiado HR. Como hemos visto anteriormente en elejemplo 4.1.3, HR es un espetro anillo. Dado un espetro X ualquiera,podemos onseguir un espetroHR-m�odulo simplemente tomandoHR∧X.Este heho es m�as general, y se umple para ualquier espetro anillo. Si Ees un espetro anillo y X es un espetro ualquiera, entones el produtosmash E ∧X es un E-m�odulo v��a la apliai�on de estrutura dada por� ∧ 1: E ∧ E ∧X −→ E ∧X;donde � es el produto de E.Para ualquier espetro anillo (E;�; �), la terna (E ∧−; � ∧ 1; �∧ 1) esuna m�onada en la ategor��a homot�opia estableHos. Las �algebras sobre estam�onada son los pares (M;m) dondeM es un espetro ym : E∧M −→M esuna apliai�on que hae que iertos diagramas onmuten salvo homotop��a.Estos diagramas dotan aM on la estrutura de un espetroE-m�odulo. As��,la ategor��a de �algebras, tambi�en llamada ategor��a de Eilenberg{Moore,asoiada a la m�onada (E ∧ −; � ∧ 1; � ∧ 1), es la ategor��a de E-m�odulosque denotaremos E-hmod. El orrespondiente grupo de apliaiones deE-m�odulos de M a N en esta ategor��a lo denotaremos por [M;N ℄E-hmod.Todos los detalles sobre m�onadas y ategor��as de m�odulos se disuten enel ap��tulo 7. Ahora simplemente neesitamos utilizar el resultado de quetoda m�onada fatoriza omo un par de funtores adjuntos a trav�es de suategor��a de Eilenberg{Moore [Bor94, Ch.4℄. En nuestro aso, este hehonos proporiona el siguiente isomor�smo
Lema 4.3.1. Sea E un espetro anillo. El funtorE ∧ − : Hos −→ E-hmodque asigna a ada espetro X el espetro E ∧ X es adjunto por la iz-quierda del funtor olvido E-hmod −→ Hos. Es deir, para todo espetroX y todo E-m�odulo M , hay un isomor�smo natural[X;M ℄ ∼= [E ∧X;M ℄E-hmod (4.6)induido por la unidad de E.
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Definición 4.3.2. Sea R un anillo on unidad. Un espetro E es un R-GEM estable si es equivalente a un wedge de suspensiones de espetrosde Eilenberg{MaLane, es deir,E ≃ ∨k∈Z�kHAk;donde ada Ak es un R-m�odulo (y por lo tanto ada HAk es un HR-m�odu-lo). Cuando R = Z, los Z-GEMs estables se llaman simplemente GEMsestables.Vamos a estudiar en primer lugar el aso en que R = Z. De la de�nii�onde GEM estable se sigue que si M es un GEM estable, entones tambi�en esun HZ-m�odulo, ya que es un wedge de espetros de Eilenberg{MaLaneque son HZ-m�odulos. El re��proo tambi�en es ierto.
Proposición 4.3.3. Para ada HZ-m�oduloM existe una apliai�on de HZ-m�odulos HZ ∧

(
∨k∈Z�kMAk) �

−→Mque es una equivalenia homot�opia, donde Ak = �k(M).Demostrai�on. Para ada k ∈ Z, vamos a elegir una apliai�on �k de[�kMAk;M ℄ que vaya a parar a la identidad de Hom(Ak; Ak) v��a la aplia-i�on dada en la suesi�on exata del lema 3.4.1. Por el isomor�smo natural(4.6), ada �k da lugar a una apliai�on de HZ-m�odulos�̃k : HZ ∧ �kMAk −→Mtal que �̃k = m◦(1∧�k), dondem es la apliai�on de estrutura deM omoHZ-m�odulo. Tenemos el siguiente diagrama onmutativo salvo homotop��a:S ∧ �kMAk 1∧�k //�∧1
²²

S ∧M�∧1
²² IIIIIIIIII

IIIIIIIIIIHZ ∧ �kMAk 1∧�k // HZ ∧M m // M:Cada �̃k indue isomor�smo en �k, ya que la apliai�on �∧1 de la izquierdadel diagrama y la apliai�on 1∧�k de la parte superior induen isomor�smosen �k (donde � es la unidad del espetro anillo HZ). Por la propiedaduniversal del wedge podemos onstruir ahora una apliai�on� : HZ ∧
(
∨k∈Z�kMAk) −→M



68 Conservación de estructurastal que � ◦ ik = �̃k, donde ik son las orrespondientes inlusiones de adaHZ∧�kHAk en el wedge. As�� pues, � indue isomor�smo en �k para todok ∈ Z y es por lo tanto una equivalenia homot�opia.
Corolario 4.3.4. Un espetro X es un HZ-m�odulo si y s�olo si existe otroespetro Y tal que X ≃ HZ ∧ Y .Observai�on 4.3.5. La proposii�on 4.3.3 nos die que los espetros HZ-m�odulos son preisamente los GEMs estables, ya que HZ∧MG ≃ HG paraualquier grupo abeliano G y, por lo tanto, siM es un HZ-m�odulo entonesM ≃ ∨k∈Z�kH(�k(M)). De igual manera, los HR-m�odulos y los R-GEMsestables son lo mismo, porque ada HR-m�odulo es un HZ-m�odulo y losgrupos de homotop��a de un HR-m�odulo son R-m�odulos (ver observai�on4.1.4).
Corolario 4.3.6. Sean A y B dos grupos abelianos ualesquiera. Entones[HA;HB℄HZ-hmod ∼= Hom(A;B);[HA;�HB℄HZ-hmod ∼= Ext(A;B);[HA;�kHB℄HZ-hmod = 0 si k 6= 0; 1:Demostrai�on. Para el espetro HA, la proposii�on 4.3.3 implia en par-tiular que HZ∧MA ≃ HA omo HZ-m�odulos. Por el lema 4.3.1, tenemosun isomor�smo natural[MA;�kHB℄ ∼= [HA;�kHB℄HZ-hmod:El resultado se ompleta utilizando el lema 3.4.1Adem�as de la araterizai�on de los GEMs estables omo HZ-m�odulos,existen otras maneras indiretas de detetar u�ando un espetro es un GEMestable, que son onseuenia fundamentalmente del llamado `Lema Clave'estable de Bous�eld [Bou96, lema 2.4℄, que se enunia a ontinuai�on:
Lema 4.3.7. Dados dos espetros X e Y ualesquiera, si [�kX;Y ℄ = 0para todo k ≥ 1, entones[HZ ∧X;Y ℄ ∼= [X;Y ℄ y [�kHZ ∧X;Y ℄ = 0para todo k ≥ 1.



4.3 Módulos sobre espectros de Eilenberg–Mac Lane 69Demostrai�on. Sea C la o�bra de la apliai�on S −→ HZ dada por launidad del espetro anillo HZ. Utilizando la suesi�on exata larga asoiadaa la o�brai�on S → HZ → C, tenemos que �k(C) = 0 si k ≤ 1. Como�k(F (X;Y )) = [�kX;Y ℄ = 0 si k ≥ 1, entones[�kC ∧X;Y ℄ = [�kC;F (X;Y )℄ = 0 para todo k ≥ −1:Ahora, a partir de la suesi�on exata[�2X;Y ℄ −→ [�C ∧X;Y ℄ −→ [�HZ ∧X;Y ℄ −→ [�X;Y ℄
−→ [C ∧X;Y ℄ −→ [HZ ∧X;Y ℄ −→ [X;Y ℄ −→ [�−1C ∧X;Y ℄ −→ · · ·tenemos por tanto que [HZ ∧ X;Y ℄ ∼= [X;Y ℄ y [�kHZ ∧ X;Y ℄ = 0 paratodo k ≥ 1.

Corolario 4.3.8. Si [�kX;X℄ = 0 para todo k ≥ 1, entones X tiene unaestrutura natural de GEM estable.Demostrai�on. Por el lema 4.3.7, [HZ ∧X;X℄ = [X;X℄. La identidad en[X;X℄ nos da de forma natural una apliai�on m : HZ ∧X −→ X que daestrutura de HZ-m�odulo a X.Tambi�en hay maneras de onseguir GEMs estables a partir de la loa-lizai�on de un espetro ualquiera. Sea f una apliai�on de espetros y seaLf el funtor de f-loalizai�on asoiado.
Corolario 4.3.9. Dado un espetro X ualquiera, si LfX = 0 entonesL�fX es un GEM estable.Demostrai�on. Como �−kL�fX es f-loal para todo k ≥ 1 y LfL�fX ≃LfX = 0, entones[�kL�fX;L�fX℄ ∼= [L�fX;�−kL�fX℄ = 0 para todo k ≥ 1:Podemos apliar por tanto a L�fX el orolario 4.3.8.Como ya hemos visto, los funtores de loalizai�on no preservan o�bra-iones en general. Aquellos funtores que las onservan est�an araterizadospor la propiedad de onmutar on la suspensi�on (teorema 3.2.6). Pero hayuna lase de funtores de loalizai�on que son los uasi-exatos, que `asi'onservan o�braiones. De heho, preservan aquellas uya o�bra es loal



70 Conservación de estructuras(v�ease proposii�on 3.2.10). Esta propiedad de asi onservai�on de o�bra-iones puede medirse en t�erminos de GEMs estables. Sea Lf un funtor def-loalizai�on ualquiera y sea X −→ Y −→ Z una o�brai�on de espe-tros. La �bra de la apliai�on naturalLfX −→ �b(LfY −→ LfZ)se llama t�ermino de error del funtor Lf asoiado a la o�brai�on. Estet�ermino mide de alguna manera lo que le falta al funtor Lf para preservarla o�brai�on, es deir, si el t�ermino de error es nulo, entones LfX →LfY → LfZ es una o�brai�on.
Proposición 4.3.10. Si Lf es un funtor de loalizai�on uasi-exato, en-tones la �bra de la apliai�on natural L�fX −→ LfX es un GEMestable para todo espetro X.Demostrai�on. Sea F la �bra de la apliai�on L�fX −→ LfX. Como Lfes uasi-exato, si apliamos el funtor a la suesi�on F → L�fX → LfXvolvemos a obtener una o�brai�on por la proposii�on 3.2.10, ya que LfXes f-loal. Ahora bien, omo LfL�fX ≃ LfX, entones LfF = 0 y as��,por el orolario 4.3.9, L�fF es un GEM estable. Pero F es �f-loal, por lotanto F ≃ L�fF .
Teorema 4.3.11. Si Lf es un funtor uasi-exato, entones el t�ermino deerror de Lf asoiado a ualquier o�brai�on es un GEM estable.Demostrai�on. Sea X −→ Y −→ Z una o�brai�on de espetros y sea Fsu t�ermino de error asoiado. Consideremos el siguiente diagrama onmu-tativo, en el que las �las y olumnas son o�braiones:F //

²²

F2 //

²²

F1
²²LfX //

²²

Y //

²²

L�fZ
²²F0 // LfY // LfZ:La segunda �la es la suesi�on dada en la proposii�on 3.2.9. Los espetros F0,F1 y F2 son las �bras de las orrespondientes apliaiones. Como el funtorLf es uasi-exato, Y ≃ L�fY . Los espetros F1 y F2 tienen estrutura deGEM estable, por la proposii�on 4.3.10. Por lo tanto, tambi�en la tiene F ,que es la �bra de la apliai�on F2 −→ F1.
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4.4. Localización de GEMs establesEn esta sei�on vamos a ver omo los R-GEMs estables se onservan bajola ai�on de un funtor de f-loalizai�on. Estudiaremos el aso partiularde la loalizai�on de la n-�esima suspensi�on de un espetro de Eilenberg{MaLane y veremos que diha loalizai�on tiene omo m�aximo dos gruposde homotop��a no triviales en dimensiones n y n+ 1.En lo que sigue, L denotar�a el funtor de loalizai�on Lf on respetoa una apliai�on ualquiera f de espetros. Utilizando los resultados sobreloalizai�on de E-m�odulos de la sei�on 4.2, podemos demostrar el siguienteresultado sobre onservai�on de R-GEMs estables.
Teorema 4.4.1. Sea R un anillo on unidad. Si E es un R-GEM estable,entones LE tambi�en es un R-GEM estable y la apliai�on de loali-zai�on lE : E −→ LE es una apliai�on de HR-m�odulos.Demostrai�on. Un R-GEM estable es lo mismo que un HR-m�odulo y elespetro anillo HR es onetivo. Podemos apliar por tanto el apartado ii)del teorema 4.2.4 para aabar la demostrai�on.Este teorema nos die que si E ≃ ∨k∈Z�kHAk donde ada Ak es unR-m�odulo, entones LE ≃ ∨k∈Z�kHGk;donde ada Gk vuelve a ser un R-m�odulo. De espeial inter�es es el aso enel que el espetro E onsiste �uniamente en la n-�esima suspensi�on de unespetro de Eilenberg{MaLane, es deir, E ≃ �nHG on G un R-m�oduloy n ∈ Z. Apliando el teorema 4.4.1, sabemos queL�nHG ≃ ∨k∈Z�kHGk;donde ada Gk es un R-m�odulo. De heho, la mayor parte de los Gk sonnulos, omo veremos a ontinuai�on. Consideremos la siguiente suesi�onde apliaiones de HZ-m�odulos (reordar que todo HR-m�odulo es un HZ-m�odulo): �nHG l

−→ L�nHG �
−→ ∨k∈Z�kHGk pi−→ �iHGidonde l es la apliai�on de loalizai�on, � es una inversa homot�opia de laapliai�on de la proposii�on 4.3.3 y pi es la proyei�on en el i-�esimo fator.



72 Conservación de estructurasPor el orolario 4.3.6 tenemos que[�nHG;�iHGi℄HZ-hmod = 0salvo que i = n o i = n+1. La propiedad universal de la loalizai�on, juntoon el heho de que �iHGi sea f-loal porque es un retrato de ∨k∈Z�kHGk(v�ease lema 2.3.2), nos die que Gi = 0 si i 6= n o i 6= n + 1. As�� pues, laloalizai�on de la n-�esima suspensi�on de un espetro de Eilenberg{MaLanetiene omo m�aximo dos grupos de homotop��a no triviales.
Teorema 4.4.2. Sea G un grupo abeliano y sea n ∈ Z. Entones tenemosuna equivalenia L�nHG ≃ �nHG1 ∨ �n+1HG2omo HZ-m�odulos, para iertos grupos abelianos G1 y G2. Si G es unR-m�odulo, entones G1 y G2 tambi�en lo son. .Graias al teorema 4.4.2 podemos desribir la loalizai�on de ualquierHR-m�odulo en funi�on de la loalizai�on de los espetros de Eilenberg{MaLane que lo forman.
Corolario 4.4.3. Si E ≃ ∨k∈Z�kHAk, entones LE ≃ ∨k∈ZL�kHAk.Demostrai�on. El espetro ∨k∈ZL�kHAk es f-loal, ya que la apliai�onnatural ∨k∈Z

L�kHAk −→ ∏k∈Z

L�kHAkes una equivalenia homot�opia y ∏k∈Z L�kHAk es f-loal. El teorema4.4.2 nos asegura que para ada valor de k s�olo un n�umero �nito de gruposde homotop��a (de heho son dos omo m�aximo) son no nulos. La apliai�on
∨k∈Z

�kHAk −→ ∨k∈Z

L�kHAkes una f-equivalenia porque es un wedge de f-equivalenias. El resultadose sigue de la uniidad homot�opia de la loalizai�on.En algunos asos, la loalizai�on de un espetro de Eilenberg{MaLaneHG tiene un s�olo grupo de homotop��a, por ejemplo uando G es un grupolibre. Este y otros resultados se desriben on m�as detalle en el ap��tulo 6.



Caṕıtulo 5

Localización homológica de espectros

de Eilenberg–Mac LaneLas loalizaiones homol�ogias, tambi�en llamadas loalizaiones de Bous-�eld, fueron de�nidas por primera vez por Adams [Ada73℄. Bous�eld de-sarroll�o la teor��a de loalizaiones homol�ogias, demostrando la existeniade estos funtores primero en la ategor��a de espaios topol�ogios [Bou75℄y posteriormente en la ategor��a de espetros [Bou79a℄. Dado un espetroE, un funtor de loalizai�on homol�ogia on respeto a E, que denotare-mos por LE, es un funtor idempotente que invierte de manera universallas equivalenias homol�ogias (on respeto a la teor��a de homolog��a dadapor E) transform�andolas en equivalenias homot�opias. Las loalizaioneshomol�ogias son un aso partiular de f-loalizaiones; de heho, son nuli-�aiones, y adem�as onmutan on la suspensi�on.En [Bou79a℄ se estudia el aso de las loalizaiones LEX uando losespetros E y X son ambos onetivos. Estas loalizaiones siempre sonloalizaiones en un onjunto de primos o ompleiones en un onjuntode primos, que depende de los grupos de homotop��a de E. Si alguno delos espetros E o X no es onetivo, los resultados que se obtienen sonmenos previsibles. Por ejemplo, si K denota el espetro de la teor��a Kompleja y S es el espetro de las esferas, entones LKS tiene in�nitosgrupos de homotop��a no nulos en dimensiones positivas y negativas (ver[Rav84, teorema 8.10℄). Al �nal del ap��tulo veremos una demostrai�onalternativa de este resultado, v�alida tambi�en para los espetros de Johnson{Wilson E(n).En este ap��tulo vamos a desarrollar un estudio de las loalizaiones



74 Localización homológica de espectros de Eilenberg–Mac Lanehomol�ogias LEX en el aso en el que E sea un espetro ualquiera y Xsea un HR-m�odulo, donde R es un anillo on unidad. Como aso partiu-lar, obtendremos informai�on sobre loalizaiones homol�ogias de espetrosde Eilenberg{MaLane. Un estudio an�alogo hab��a sido llevado a abo porBous�eld en [Bou82℄ para espaios topol�ogios. Nuestros resultados tradu-en los obtenidos por Bous�eld al aso de espetros.En la primera sei�on reordaremos las de�niiones y propiedades m�asimportantes de las loalizaiones homol�ogias. Despu�es, veremos omo laloalizai�on LEX de un HR-m�odulo X viene determinada por la loaliza-i�on de los espetros de Eilenberg{MaLane que lo forman y el onjunto deprimos p para los uales el espetro HZ=p no es a��lio on respeto a E.Desarrollaremos algunos �alulos expl��itos de loalizaiones on respetoa diferentes teor��as de homolog��a y algunos ejemplos de �alulos onretosde LEHG para diferentes grupos abelianos G.Posteriormente veremos una apliai�on a los funtores de loalizai�onsmashing, que son un tipo onreto de loalizai�on homol�ogia. Para estosfuntores, la loalizai�on de un espetro se determina haiendo el produtosmash de diho espetro on la loalizai�on del espetro de las esferas.Demostraremos que para esta lase de funtores la loalizai�on de la esferatiene un �unio grupo de homolog��a entera, que es adem�as un subanillo delos raionales.Terminaremos el ap��tulo on una breve exposii�on sobre loalizaionesohomol�ogias. Estas loalizaiones generalizan las loalizaiones homol�ogi-as, pero su existenia ontin�ua siendo un problema abierto [Hov95℄.
5.1. Localizaciones homológicasDenotaremos por Hos la ategor��a homot�opia estable. Las loalizaioneshomol�ogias fueron desarrolladas en la ategor��a homot�opia estable porBous�eld en [Bou79a℄. Cada espetro E en la ategor��a homot�opia estableda lugar a una teor��a de homolog��a de�nida omo Ek(X) = �k(E ∧ X)para ualquier espetro X y para todo k ∈ Z. La loalizai�on homol�ogiarespeto de la teor��a de homolog��a E es un funtor que transforma de manerauniversal las equivalenias homol�ogias respeto a esta teor��a de homolog��aen equivalenias homot�opias.
Definición 5.1.1. Si E es un espetro, entones:



5.1 Localizaciones homológicas 75i) Un espetro X es E-a��lio si Ek(X) = �k(E ∧ X) = 0 para todok ∈ Z.ii) Una apliai�on de espetros f : X −→ Y es una E-equivalenia sila apliai�on induida fk : Ek(X) −→ Ek(Y ) es un isomor�smo paratodo k ∈ Z.iii) Un espetro Z es E-loal si ada E-equivalenia f : X −→ Y indueuna equivalenia homot�opia F (Y; Z) ≃ F (X;Z), o de manera equi-valente, si F (W;Z) = 0 para todo espetro W que sea E-a��lio.Una E-loalizai�on de un espetro X es una E-equivalenialX : X −→ LEXdonde LEX es un espetro E-loal. La apliai�on lX se llama apliai�onde loalizai�on.Podemos asignar a ada espetro X una loalizai�on homol�ogia LEXde manera funtorial. Denotaremos por LE a este funtor, que llamaremosfuntor de E-loalizai�on. Esta onstrui�on es universal en el sentido deque la apliai�on de loalizai�on es iniial en Hos entre las apliaiones deX a espetros E-loales y es terminal entre todas las E-equivalenias ondominio X. Adem�as, el funtor de loalizai�on es �unio salvo homotop��a.
Definición 5.1.2. Dado un espetro E, llamamos lase de Bous�eld de Ey la denotamos por 〈E〉 a la lase de equivalenia formada por todos losespetros on los mismos espetros a��lios que E.Las lases de Bous�eld lasi�an los funtores de loalizai�on homol�ogia.Dados dos espetros E y F , los funtores de E-loalizai�on y F -loalizai�onoiniden si y s�olo si lo haen sus lases de Bous�eld, es deir, si y s�olo si
〈E〉 = 〈F 〉.La existenia de un funtor de E-loalizai�on para ada espetro E fuedemostrada por Bous�eld en [Bou79a, teorema 1.1℄, donde tambi�en se prue-ba que la loalizai�on homol�ogia es un aso partiular de f-loalizai�on;en onreto, es una nuli�ai�on [Bou79a, lema 1.14℄.
Teorema 5.1.3. Dado un espetro E, existe otro espetro A tal que LE ≃PA, donde PA denota el funtor de A-nuli�ai�on.
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5.2. Tipos de aciclicidad y localización de módulosEn esta sei�on vamos a estudiar �omo los tipos de E-ailiidad del es-petro de Eilenberg{MaLane HZ=p para ada primo p y del espetro HQdeterminan la loalizai�on LEZ=pX para ualquier espetro E y ualquierHR-m�odulo X. Esta loalizai�on depender�a de los primos p para los ualesE ∧HZ=p 6= 0 y de si E ∧HQ = 0 o no.Hemos visto que los HR-m�odulos son exatamente los R-GEMs estables(observai�on 4.3.5). Por tanto, si E es un HR-m�odulo, entonesE ≃ ∨k∈Z�kHAk;donde ada Ak ∼= �k(E) es un R-m�odulo. En el aso de que R = Z, losHZ-m�odulos son los espetros de la forma HZ ∧X (v�ease orolario 4.3.4.Cualquier HR-m�odulo es un HZ-m�odulo a trav�es de la apliai�on Z −→ Rque env��a la unidad de Z a la unidad de R. El espetro de Eilenberg{MaLane HG es un HR-m�odulo si G es un R-m�odulo.Dado un grupo abeliano G y un espetro E, denotamos EG = E∧MG,donde MG es el espetro de Moore asoiado al grupo G. Un diagramaonmutativo de espetros de la formaX f
//h

²²

Yg
²²Z i // Wes un uadrado aritm�etio si existe una apliai�on j : W −→ �X tal queX (f;h)

// Y ∨ Z (g;−i)
// W j

// �Xes una o�brai�on de espetros.En [Bou79b℄, Bous�eld demostr�o que dado ualquier espetro E, sulase de Bous�eld esinde de la siguiente manera:
〈E〉 = 〈EQ〉 ∨

∨p∈P

〈EZ=p〉; (5.1)donde P es el onjunto de todos los n�umeros primos, es deir, un espetroes E-a��lio si y s�olo si es EQ-a��lio y EZ=p-a��lio para todo primo p.



5.2 Tipos de aciclicidad y localización de módulos 77Esenialmente, este resultado nos die que podemos reuperar la loaliza-i�on LEX a partir de la informai�on en ada primo LEZ=pX y del onoi-miento de lo que ourre raionalmente LEQX, omo muestra el siguienteuadrado aritm�etio [Bou79a, proposii�on 2.9℄.
Teorema 5.2.1. Dados dos espetros ualesquiera E y X tenemos un ua-drado aritm�etio LEX //

²²

∏p∈P
LEZ=pX
²²LEQX // LEQ

(∏p∈P
LEZ=pX) ; (5.2)

donde P es el onjunto de todos los primos.En el aso raional, las EQ-loalizaiones est�an ompletamente deter-minadas en [Bou79a, proposii�on 2.8℄. Para ualquier espetro E, la loa-lizai�on LEQ es siempre la raionalizai�on. M�as onretamente, LEQX ≃LMQX ≃ X ∧MQ para ualesquiera espetros E y X.Nosotros vamos a entrarnos en el �alulo de LEZ=pX uando X es unHR-m�odulo. Este �alulo va a depender de los tipos de E-ailiidad parael espetro HZ=p en ada primo p. Observar que si �iHZ=p es E-a��liopara alg�un i ∈ Z entones �kHZ=p es E-a��lio para todo k ∈ Z, ya quela loalizai�on homol�ogia onmuta on la suspensi�on.
Proposición 5.2.2. Si HZ=p es E-a��lio, entones LEZ=pX = 0 para ual-quier HR-m�odulo X.Demostrai�on. Basta on omprobar que MZ=p∧X es E-a��lio, ya queen ese aso EZ=p ∧ X ≃ E ∧MZ=p ∧ X = 0. El espetro MZ=p ∧ X esEQ-a��lio y EZ=q-a��lio para q 6= p trivialmente. Para q = p tenemosque MZ=p ∧X ∧ EZ=p ≃ X ′ ∧HZ ∧MZ=p ∧ EZ=p = 0ya queX es en partiular unHZ-m�odulo y por tanto esinde omoHZ∧X ′,y adem�as HZ∧EZ=p ≃ E∧HZ=p = 0. Utilizando ahora la desomposii�onde (5.1) tenemos que X es EZ=p-a��lio.
Lema 5.2.3. Si HZ=p no es E-a��lio y f : X −→ Y es una EZ=p-equivalenia, entones es una HZ=p-equivalenia.



78 Localización homológica de espectros de Eilenberg–Mac LaneDemostrai�on. Como la loalizai�on homol�ogia onmuta on la suspen-si�on, si haemos el produto smash de f on un espetro ualquiera on-tin�ua siendo una EZ=p-equivalenia (v�ease teorema 3.2.6). En partiular, sihaemos smash on el espetroHZ, la apliai�on f indue una equivaleniahomot�opia EZ=p ∧HZ ∧X ≃ EZ=p ∧HZ ∧ Y:El espetro EZ=p ∧ HZ ≃ E ∧ HZ=p es un HZ=p-m�odulo, por lo tantosus grupos de homotop��a son espaios vetoriales sobre Z=p y esinde omoun wedge ∨k∈I�kHZ=p (en el onjunto de ��ndies I puede haber enterosrepetidos). Este wedge es no nulo ya que por hip�otesis E ∧ HZ=p 6= 0.As�� pues, f indue una equivalenia homot�opia
∨k∈I�kHZ=p ∧X ≃ ∨k∈I�kHZ=p ∧ Y;lo que onvierte a f en una HZ=p-equivalenia.El siguiente teorema nos permite alular la loalizai�on LEZ=pX paraespetros onetivos o HR-m�odulos X en el aso en que el espetro HZ=pno sea E-a��lio.

Teorema 5.2.4. Si HZ=p no es E-a��lio, entones LEZ=pX ≃ LMZ=pXpara ualquier espetro X que sea onetivo o un HR-m�odulo.Demostrai�on. Si X es un espetro onetivo entones LMZ=pX ≃ LHZ=pX(v�ease [Bou79a, teorema 3.1℄). La apliai�on X −→ LMZ=pX ≃ LHZ=pX esuna MZ=p-equivalenia, y por tanto una EZ=p-equivalenia. Adem�as, elespetro LHZ=pX es EZ=p-loal, ya que el lema 5.2.3 nos die que todoespetro HZ=p-loal es EZ=p-loal. Si X es un HR-m�odulo, el resultado sesigue de lo anterior y de la proposii�on 5.2.6.Podemos alular LMZ=pX para ualquier espetro utilizando el siguien-te resultado [Bou79a, proposii�on 2.5℄:
Proposición 5.2.5. Dado un espetro X ualquiera,LMZ=pX ≃ F (�−1MZ=p∞; X)y tenemos una suesi�on exata orta0 → Ext(Z=p∞; �k(X)) → �k(LMZ=pX) → Hom(Z=p∞; �k−1(X)) → 0;que esinde para todo k ∈ Z.



5.2 Tipos de aciclicidad y localización de módulos 79En el aso partiular de que X sea un espetro de Eilenberg{MaLaneHG, tenemos que LMZ=pHG ≃ HA ∨ �HB, donde A ∼= Ext(Z=p∞; G) yB ∼= Hom(Z=p∞; G).La propiedad de esisi�on de los HR-m�odulos omo un wedge de sus-pensiones de espetros de Eilenberg{MaLane, junto on el heho de quelas loalizaiones homol�ogias onmutan on la suspensi�on, nos permitedesribir las loalizaiones homol�ogias de un HR-m�odulo a partir de lasloalizaiones de los espetros de Eilenberg{MaLane que lo forman.
Proposición 5.2.6. Si X es un HR-m�odulo tal que X ≃ ∨k∈Z�kHAk, en-tones LEX ≃ ∨k∈Z�kLEHAk para ualquier espetro E.Demostrai�on. Como el funtor LE onmuta on la suspensi�on, tenemosque LE�kHAk ≃ �kLEHAk. El resultado se dedue ahora del orola-rio 4.4.3.Por tanto, para el estudio de loalizaiones homol�ogias de HR-m�odulospodemos restringirnos al aso partiular de la loalizai�on de espetros deEilenberg{MaLane LEHG. Como hemos visto en el teorema 4.4.2, estaloalizai�on tendr�a omo m�aximo dos grupos de homotop��a no triviales endimensiones ero y uno. Graias al uadrado aritm�etio de Bous�eld, paraonoer LEHG es su�iente determinar LEZ=pHG para todo primo p, yaque en el aso raional ya sabemos que LEQHG ≃ H(Q⊗G) para ualquierespetro E.Un grupo abelianoG se die que es �uniamente p-divisible si para todog ∈ G existe un �unio h ∈ G tal que g = ph. Esta ondii�on es equivalentea deir que Z=p⊗G = 0 y Tor(Z=p;G) = 0.
Lema 5.2.7. Para ualquier espetro E, el grupo �k(E) es �uniamentep-divisible para todo k ∈ Z si y s�olo si EZ=p = 0.Demostrai�on. El resultado se obtiene diretamente utilizando la suesi�onexata orta0 −→ Z=p⊗ �k(E) −→ �k(EZ=p) −→ Tor(Z=p; �k−1(E)) −→ 0;v�alida para todo k ∈ Z.Como aso partiular tenemos que el grupo abeliano (HZ)k(E) es �uni-amente p-divisible para todo k ∈ Z si y s�olo si E ∧ HZ=p = 0. Observartambi�en que si �k(E) es �uniamente p-divisible, entones (HZ)k(E) es �uni-amente p-divisible.
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Proposición 5.2.8. Si HZ=p no es E-a��lio, entones LEZ=pHG = 0 si ys�olo si G es �uniamente p-divisible.Demostrai�on. Si LEZ=pHG = 0, entones E ∧ HZ=p ∧MG = 0. ComoE ∧HZ=p es un HZ=p-m�odulo,E ∧HZ=p ∧MG ≃ ∨k∈I�kHZ=p ∧MG = 0:Por lo tanto HZ=p∧MG ≃MZ=p∧HG = 0 y G es �uniamente p-divisiblepor el lema 5.2.7.Por otro lado, si G es �uniamente p-divisible, entones HG∧MZ=p = 0por el lema 5.2.7. Por tanto LEZ=pHG = 0El teorema 5.2.4 y la proposii�on 5.2.8 nos permiten alular la loa-lizai�on LEZ=pHG dependiendo de los tipos de E-ailiidad de HZ=p. SiHZ=p es E-a��lio, entones LEZ=pHG = 0. En el aso en que HZ=p nosea E-a��lio, entones LEZ=pHG ≃ LMZ=pHG si G no es �uniamente p-divisible y LEZ=pHG = 0 en otro aso. El uadrado aritm�etio (5.2) en elaso en que X = HG es el siguiente:LEHG //

²²

∏p∈P LEZ=pHG
²²H(G⊗ Q) // MQ ∧

(∏p∈P LEZ=pHG)

(5.3)
donde P es el onjunto de los n�umeros primos p tales que E ∧HZ=p 6= 0 yG no es �uniamente p-divisible.
Teorema 5.2.9. Sean Ap = Ext(Z=p∞; G), Bp = Hom(Z=p∞; G) y sea Pel onjunto de primos p tales que HZ=p no es E-a��lio y G no es�uniamente p-divisible. Dado un espetro ualquiera E y un grupo abeliano G tenemos losiguiente:i) Si HQ es E-a��lio, entonesLEHG ≃

∏p∈P(HAp ∨ �HBp):



5.3 Algunos ejemplos 81ii) Si HQ no es E-a��lio, entones tenemos una o�brai�on deespetrosLEHG→ H(G⊗ Q) ∨ ∏p∈P(HAp ∨ �HBp) →MQ ∧
∏p∈P(HAp ∨ �HBp):Demostrai�on. El resultado es onseuenia de las proposiiones 5.2.2,5.2.8, el teorema 5.2.4 y el uadrado aritm�etio (5.3).

5.3. Algunos ejemplosEn esta sei�on vamos a ver �omo alular la loalizai�on homol�ogia de unespetro de Eilenberg{MaLane en algunos ejemplos onretos. En primerlugar vamos a alular LEHG para algunas teor��as de homolog��a E noonetivas y ualquier grupo abeliano G.
Localización con respecto a la teoŕıa K de Morava K(n)Sea n ≥ 0, p un primo �jado y K(n) el espetro que representa la n-�esima teor��a K de Morava relativa al primo p. Si n = 0, entones K(0) =HQ =MQ y por lo tanto LK(0)HG ≃ H(G⊗Q). Para n ≥ 1, tenemos que�∗(K(n)) ∼= Z=p [v−1n ; vn℄, on |vn| = 2(pn−1). En este aso,K(n)∧MQ = 0y HZ=p es K(n)-a��lio para todo primo p, ya que K(n) ∧ HZ=p = 0para todo primo p (v�ease por ejemplo [Rav84, teorema 2.1℄). Por lo tantoLK(n)HG = 0 si n ≥ 1.
Proposición 5.3.1. Dado un HR-m�odulo ualquiera X, su loalizai�on onrespeto a K(n) es ero si n > 0 o es la raionalizai�on si n = 0, esdeir, LK(0)X ≃ X ∧MQ.
Localización con respecto a la teoŕıa de Johnson–Wilson E(n)La lase de Bous�eld de la teor��a de homolog��a E(n) se desompone omoun wedge de teor��as K de Morava, 〈E(n)〉 = ∨ni=0〈K(i)〉 (v�ease [Rav84,teorema 2.1℄); por lo tanto LE(n)HG ≃ LK(0)HG ≃ H(G ⊗ Q), ya queLK(i)HG = 0 si i ≥ 1.



82 Localización homológica de espectros de Eilenberg–Mac Lane

Localización con respecto a teoŕıa KEl espetro HZ=p es K-a��lio para todo primo p y KQ 6= 0, por lo queLKHG ≃ H(G⊗ Q).
Proposición 5.3.2. Dado un HR-m�odulo ualquiera, su loalizai�on onrespeto a E(n) o teor��a K es la raionalizai�on.En los siguientes ejemplos alularemos todas las posibles loalizaio-nes homol�ogias de HG on respeto a E para algunos grupos abelianos Gy algunas familias de grupos abelianos onretas. Para ello utilizaremos elteorema 5.2.9. Dado un espetro ualquiera E, y un grupo abelianoG, tene-mos las siguientes uatro ondiiones, que nos determinar�an la loalizai�onLEHG ompletamente:Condii�on I: EQ = 0 y E ∧HZ=p = 0 para todo primo p.Condii�on II: EQ 6= 0 y E ∧HZ=p = 0 para todo primo p.Condii�on III: EQ = 0 y E ∧HZ=p 6= 0 para todo p de un onjuntode primos P .Condii�on IV: EQ 6= 0 y E ∧HZ=p 6= 0 para todo p de un onjuntode primos P .
Localizaciones de HZEl grupo abeliano de los enteros no es �uniamente p-divisible para ning�unprimo p. Si se umple la ondii�on II, entones LEHZ ≃ HQ. Por otro lado,Hom(Z=p∞;Z) = 0 y Ext(Z=p∞;Z) ∼= Ẑp;donde Ẑp es el anillo de los enteros p-�adios. Si se umple la ondii�on III,entones LEHZ ≃ H(∏p∈P Ẑp). Y si se umple la ondii�on IV, tomando�0 en (5.3), tenemos el siguiente diagrama de pullbak de grupos abelianos:�0(LEHZ) //

²²

∏p∈P Ẑp
²²

Q // Q ⊗
∏p∈P Ẑpdonde P es el onjuntos de primos tales que E ∧HZ=p 6= 0. Por lo tanto,LEHZ ≃ HZP .
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Localizaciones de HZ=pk con p primoEl grupo abeliano Z=pk es �uniamente q-divisible para todo q 6= p y adem�asLEQHZ=pk ≃ H(Q ⊗ Z=pk) = 0. Tambi�en tenemos queHom(Z=p∞;Z=pk) = 0 y Ext(Z=p∞;Z=pk) = Z=pk:As�� pues, LEHZ=pk = 0 si se umple la ondii�on II y LEHZ=pk ≃ HZ=pksi se umple la ondii�on III o la IV.
Localizaciones de HQEl grupo de los raionales es �uniamente p-divisible para todo primo p, portanto LEZ=pHQ = 0. Si se umple la ondii�on III, entones LEHQ = 0, yLEHQ = HQ si se satisfae la ondii�on II o la IV.
Localizaciones de HZR para un conjunto de primos RPara todo primo p ∈ R tenemos queHom(Z=p∞;ZR) = 0 y Ext(Z=p∞;ZR) = Ẑp:De heho, si G es un grupo abeliano libre de torsi�on, entones se veri�aque Hom(Z=p∞; G) = 0 y Ext(Z=p∞; G) = 0 si y s�olo si G es p-divisible. Sise umple la ondii�on II, entones LEHZR ≃ HQ porque Q⊗ZR ∼= Q. Si seumple la ondii�on III, entones LEHZR ≃ H(∏p∈R∩P Ẑp). Y si se umplela ondii�on IV, entones LEHZR ≃ HZR∩P , donde P es el onjunto detodos los primos tales que E∧HZ=p 6= 0. Observar que este aso generalizael aso de la loalizai�on de HZ, uando R = ∅, y el de la loalizai�on deHQ, uando R es el onjunto de todos los primos.
Localizaciones de HZ=p∞El grupo Z=p∞ es �uniamente q-divisible para todo primo q 6= p. En esteaso, LEQHZ=p∞ = 0 ya que Q ⊗ Z=p∞ = 0. Por otro lado,Hom(Z=p∞;Z=p∞) = Ẑp y Ext(Z=p∞;Z=p∞) = 0:As��, si se umple la ondii�on II, entones LEHZ=p∞ = 0. Si se umple laondii�on III, entones LEHZ=p∞ ≃ �HẐp. Y si se umple la ondii�onIV, entones por el teorema 5.2.9 tenemos una o�brai�on de espetrosLEHZ=p∞ → �HẐp → �HQ̂p → �H(Q̂p=Ẑp);



84 Localización homológica de espectros de Eilenberg–Mac Lanedonde Q̂p ∼= Ẑp ⊗ Q son los raionales p-�adios. Por lo tanto LEHZ=p∞ ≃H(Q̂p=Ẑp) ≃ HZ=p∞.
Localizaciones de HẐpBasta on �jarnos en el primo p, porque Ẑp es �uniamente q-divisible paratodo primo q 6= p. En este aso tenemos queHom(Z=p∞; Ẑp) = 0 y Ext(Z=p∞; Ẑp) = Ẑp:Si se umple la ondii�on II, entones LEHẐp ≃ HQ̂p. Y si se umple laondii�on III o la IV, entones LEHẐp ≃ HẐp.La siguiente tabla resume los resultados de las loalizaiones obtenidaspara los diferentes grupos anteriores. El onjunto P es el onjunto de primosp tales que HZ=p no es E-a��lio.Condii�on I Condii�on II Condii�on III Condii�on IVLEHZ 0 HQ

∏p∈P HẐp HZPLEHZ=pk 0 0 HZ=pk HZ=pkLEHQ 0 HQ 0 HQLEHZR 0 HQ
∏p∈P∩RHẐp HZP∩RLEHZ=p∞ 0 0 �HẐp HZ=p∞LEHẐp 0 HQ̂p HẐp HẐp

Localización de HG cuando G es un grupo abeliano finitamente generadoTodo grupo abeliano �nitamente generado G esinde omo una suma di-reta �nita G ∼= ⊕ni=1Ci, donde ada Ci es o bien Z, o bien Z=pk para alg�unprimo p y k ≥ 1. ComoHG ≃ ∨ni=1HCi, entones LEHG ≃ ∨ni=1LEHCi y laloalizai�on de ada HCi se determina utilizando los resultados anteriorespara la loalizai�on de HZ y HZ=pk.
Localización de HG cuando G es un grupo abeliano divisibleTodo grupo abeliano divisible esinde omo una suma direta de opiasde Q y Z=p∞ para varios primos p. Si G es un grupo abeliano divisible,



5.3 Algunos ejemplos 85entones G ∼= R ⊕ T , donde R = ⊕iQ y T = ⊕p(⊕jpZ=p∞). Por lo tantoLEHG ≃ LEHR ∨ LEHT . Como R es un retrato de ∏i Q, se tiene queLEHR ≃ HR o LEHR = 0, dependiendo de si HQ es E-loal o E-a��lio.La loalizai�on LEHT puede determinarse utilizando la suesi�on exata degrupos abelianos 0 −→ ZP −→ Q −→ ⊕p∈PZ=p∞ −→ 0;los resultados anteriores para la loalizai�on de HZ=p∞ y HZP y la propie-dad de la loalizai�on homol�ogia de onservar o�braiones.
Localización de HG cuando G es un grupo reducidoEn todos los asos estudiados anteriormente exepto en el aso de HZ=p∞todas las loalizaiones homol�ogias de HG tienen omo m�aximo un s�ologrupo de homotop��a en dimensi�on ero. Esta propiedad no s�olo la umplenlos grupos anteriores, sino que tambi�en se veri�a uando loalizamos HGpara ualquier grupo abeliano G que sea reduido. Un grupo abeliano G sedie que es reduido si no tiene subgrupos divisibles no triviales.
Teorema 5.3.3. Si G es un grupo abeliano reduido y E es un espetroualquiera, entones LEHG ≃ HA para alg�un A.Demostrai�on. Si G es reduido, entones Hom(Z=p∞; G) = 0. El resulta-do se dedue apliando ahora el teorema 5.2.9.Dado un grupo abeliano ualquieraG, siempre lo podemos desomponeromo G1 ⊕ G2, donde G1 es el subgrupo divisible maximal de G y G2 esreduido. Por otro lado, G1 esinde omo una suma direta de Q y Z=p∞para varios primos p. Por lo tanto, por el teorema 5.3.3 y los resultadosanteriores sobre loalizaiones homol�ogias de HG uando G es abelianodivisible, la �unia posibilidad para que en la loalizai�on homol�ogia deun espetro de Eilenberg{MaLane apareza un grupo de homotop��a endimensi�on 1 es que Z=p∞ apareza omo un fator de la desomposii�ondel grupo G y que LEHZ=p∞ 6= 0.
Corolario 5.3.4. Si Z=p∞ no es un sumando direto de G para ning�unprimo p, entones para ualquier espetro E se umple que LEHG ≃HA para ierto grupo abeliano A.
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5.4. Funtores de localización smashingUn funtor de loalizai�on L es smashing uando la loalizai�on de ual-quier espetro viene determinada por la loalizai�on LS del espetro de lasesferas. M�as onretamente, L es smashing si la apliai�on natural1 ∧ l : X −→ X ∧ LSes una loalizai�on para todo espetroX, donde l : S −→ LS es la apliai�onde loalizai�on del espetro de las esferas. Tambi�en se die que un espetroE es smashing uando el funtor de loalizai�on LE lo es [Rav84, de�nii�on1.28℄. Si el funtor L es smashing, entones una apliai�on h : X −→ Y esuna L-equivalenia si X ∧ LS h∧1
−→ Y ∧ LSes una equivalenia, es deir, si(LS)k(X) ∼= (LS)k(Y ) para todo k ∈ Z:De este modo podemos ver que toda loalizai�on smashing L es una loa-lizai�on homol�ogia L = LE , donde E ≃ LS y por lo tanto onmuta on lasuspensi�on. Adem�as, el espetro LS es un espetro anillo onmutativo, porel teorema 4.2.1 y LS ∧ LS ≃ LS, porque la apliai�on de multipliai�onLS ∧LS −→ LS es inversa por la izquierda de la apliai�on de loalizai�on1 ∧ l : LS −→ LS ∧ LS.Re��proamente, si E es un espetro anillo y la apliai�on de multipli-ai�on E ∧ E −→ E es una equivalenia, entones LE es smashing. Laapliai�on � ∧ 1: S ∧X −→ E ∧X;donde � es la unidad de E, es una E-equivalenia ya que E∧E ≃ E y E∧Xes E-loal porque es un E-m�odulo. Por lo tanto, E ≃ LES y LX ≃ X∧LES.En [Rav84, proposii�on 1.27℄ se demuestra que un espetro E es sma-shing si y s�olo si el funtor LE onmuta on l��mites diretos. Esto ourre, porejemplo, para el funtor de loalizai�on homol�ogia on respeto al espetrode la teor��a K o a los espetros de Johnson{Wilson E(n) para ualquier n.

Teorema 5.4.1. Si L es un funtor de loalizai�on smashing, entones(HZ)k(LS) = 0 si k 6= 0 y es ero o un subanillo de los raionales sik = 0.



5.4 Funtores de localización smashing 87Demostrai�on. Para todo k ∈ Z, tenemos que(HZ)k(LS) ≃ �k(HZ ∧ LS) ∼= �k(LHZ) ∼= �k(HA);donde A es un subanillo de los raionales o un produto de enteros p-�adiospara varios primos, omo hemos visto en la sei�on anterior. Por lo tanto, sik 6= 0, entones (HZ)k(LS) = 0. Como LS∧LS ≃ LS por ser L smashing,el teorema de K�unneth 1.2.17, implia que(HZ)0(LS)⊗ (HZ)0(LS) ∼= (HZ)0(LS) yTor((HZ)0(LS); (HZ)0(LS)) = 0:As�� pues, el anillo A es libre de torsi�on y adem�as umple que A⊗Z A ∼= A.Los anillos que umplen esta �ultima ondii�on se llaman anillos s�olidos[BK72b℄ y todos est�an lasi�ados. Seg�un esta lasi�ai�on, la �unia posi-bilidad es que A sea un subanillo de los raionales.
Corolario 5.4.2. Si L es un funtor de loalizai�on smashing que umpleque (HZ)0(LS) ∼= Q, entones o bien L es el funtor de loalizai�on ho-mol�ogia on respeto a HQ, o LS tiene in�nitos grupos de homotop��ano nulos en dimensiones negativas.Demostrai�on. Como LHZ ≃ HQ, entones LS∧HQ ≃ HQ es distinto deero. Esto implia que HQ es L-loal. Ahora, la unidad S −→ HQ fatorizaa trav�es de LS por la propiedad universal de la loalizai�on, dando lugara una apliai�on LS −→ HQ que es una equivalenia en homolog��a HZ,de auerdo on el teorema anterior. Si LS est�a aotado, entones por elorolario 1.2.15 tenemos que LS ≃ HQ y as�� LX ≃ X ∧ LS ≃ X ∧ HQpara todo X.El anillo H0(LS) es Q por ejemplo si L es el funtor de loalizai�onhomol�ogia on respeto al espetro K o al espetro E(n) para ualquiern. Para ada uno de estos dos asos, por la proposii�on 5.3.1, estas loa-lizaiones homol�ogias son la raionalizai�on sobre HR-m�odulos, y por lotanto LKHZ ≃ LE(n)HZ ≃ HQ:Observai�on 5.4.3. El resultado anterior proporiona una demostrai�onsenilla del heho que los espetros LKS y LE(n)S son no aotados (para elaso LKS ya hab��a sido demostrado en [Rav84, Teoremas 8.10 y 8.15℄).



88 Localización homológica de espectros de Eilenberg–Mac Lane

5.5. Localizaciones cohomológicasHemos visto que ada espetro E en la ategor��a homot�opia estable dalugar a una teor��a de homolog��a y una de ohomolog��a:Ek(X) = �k(E ∧X);Ek(X) = �−k(F (X;E))para todo espetro X y todo k ∈ Z. En la primera sei�on de este ap��tulohemos visto �omo se desriben las loalizaiones on respeto a una teor��ade homolog��a. An�alogamente a estas loalizaiones pueden de�nirse las lo-alizaiones on respeto a una teor��a de ohomolog��a [Bou79℄, [Hov95℄.Dado un espetro E, una loalizai�on ohomol�ogia on respeto a E esuna transformai�on idempotente que invierte preisamente las equivalen-ias ohomol�ogias on respeto a la teor��a de ohomolog��a dada por E.
Definición 5.5.1. Si E es un espetro, entones:i) Una apliai�on de espetros f : X −→ Y es una E∗-equivalenia sila apliai�on induida fk : Ek(Y ) −→ Ek(X) es un isomor�smo paratodo k ∈ Z.ii) Un espetro X es E∗-a��lio si Ek(X) = 0 para todo k ∈ Z.iii) Un espetro Z es E∗-loal si ada E∗-equivalenia f : X −→ Y indueuna equivalenia homot�opia F (Y; Z) ≃ F (X;Z), o equivalentemente,si F (W;Z) = 0 para todo espetro W que sea E∗-a��lio.Una E∗-loalizai�on de un espetro X es una E∗-equivalenialX : X −→ LE∗Xdonde LE∗X es un espetro E∗-loal.Las loalizaiones homol�ogias son un aso partiular de loalizai�onohomol�ogia. Dado un espetro E, los espetros E-a��lios oiniden onlos espetros (IE)∗-a��lios, donde IE es el dual de Brown{Comenetz deE [Hov95, proposii�on 1.1℄. Las loalizaiones ohomol�ogias tambi�en on-mutan on la suspensi�on. Sin embargo, la existenia de loalizaiones o-homol�ogias para un espetro ualquiera sigue siendo un problema abierto.



5.5 Localizaciones cohomológicas 89Los art��ulos de Bous�eld [Bou79℄ y Hovey [Hov95℄ presentan algunosavanes en esta direi�on.En [Bou79℄, Bous�eld demuestra que si un espetro E umple que losgrupos Z=p⊗ �k(E) y Tor(Z=p; �k(E)) son �nitos para todo k ∈ Z y paratodo primo p, entones existe la loalizai�on ohomol�ogia on respeto a E.Para demostrar este resultado se onstruye otro espetro G de tal maneraque las G-equivalenias sean las mismas que las E∗-equivalenias y por lotanto la loalizai�on ohomol�ogia on respeto a E sea una loalizai�onhomol�ogia (on respeto a G), que ya se sabe que existe.En esta l��nea se enuentra tambi�en la onjetura de Hovey [Hov95℄. Hoveyde�ne la lase ohomol�ogia de Bous�eld de un espetro E, que se denotapor 〈E∗〉, omo la lase de equivalenia formada por todos los espetrosuya teor��a de ohomolog��a posee los mismos a��lios que E∗. Estas lases,de igual manera que ourr��a on las lases de Bous�eld homol�ogias (v�easede�nii�on 5.1.2) lasi�an los funtores de loalizai�on ohomol�ogios. Dadosdos espetros E y F , entones LE∗X = LF ∗X para todo X si y s�olo si
〈E∗〉 = 〈F ∗〉.
Conjetura de Hovey. Dado un espetro E, existe otro espetro X tal que
〈E∗〉 = 〈X〉.Esta onjetura es equivalente a deir que toda loalizai�on ohomol�ogiaes homol�ogia, y por tanto impliar��a la existenia de las primeras.Las loalizaiones que onmutan on la suspensi�on omparten muhasde las propiedades de las loalizaiones homol�ogias. Cabe preguntarse sitoda loalizai�on que onmuta on la suspensi�on es una loalizai�on ho-mol�ogia. Si este resultado fuese ierto, impliar��a en partiular la onje-tura de Hovey y la existenia de loalizaiones ohomol�ogias. Este es unproblema que a�un sigue abierto.
Problema. Demostrar que toda loalizai�on que onmuta on la suspensi�ones una loalizai�on homol�ogia.





Caṕıtulo 6

Localización homotópica de espectros

de Eilenberg–Mac LaneLa f-loalizai�on de la k-�esima suspensi�on del espetro de Eilenberg{MaLane �kHG, donde G es un grupo abeliano ualquiera, es un GEM estableque tiene omo m�aximo dos grupos de homotop��a en dimensiones onseu-tivas k y k + 1 (v�ease teorema 4.4.2). Vamos a demostrar en este ap��tuloque estos dos grupos de homotop��a satisfaen iertas ondiiones en relai�onon G. As��, si A = �k(Lf�kHG) y B = �k+1(Lf�kHG), entonesHom(A;A) ∼= Hom(G;A) y Hom(A;B) ∼= Hom(G;B):En algunos asos onretos, por ejemplo uando G es un grupo abelianolibre o �nitamente generado, el segundo de estos grupos de homotop��a esnulo.En este ap��tulo estudiaremos f-loalizaiones de �kHG uando G es�nitamente generado y nos entraremos en el aso partiular del espetro�kHZ. Para este espetro, desribiremos todas sus posibles f-loalizaionesy veremos que Lf�kHZ ≃ �kHA donde A es un anillo araterizado porla propiedad de que la apliai�onHom(A;A) −→ Ade�nida por ' 7→ '(1) es un isomor�smo. Los anillos on esta propiedadson anillos onmutativos, que se llaman anillos r��gidos, y proporionan unalase propia de funtores de f-loalizai�on no equivalentes. Todos los anillosr��gidos se obtienen omo f-loalizaiones del espetro HZ. La terminolog��ade anillos r��gidos aparee por primera vez en [CRT00℄ para desribir las



92 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Lanef-loalizaiones de la esfera S1, aunque los anillos r��gidos ya hab��an sidoestudiados anteriormente en otros ontextos on el nombre de E-anillos[Sh73℄.Los oneptos algebraios de anillo r��gido y anillo s�olido [BK72b℄, pue-den de�nirse an�alogamente para espetros anillos. Demostraremos que losespetros anillo r��gidos en este ontexto resultan ser las f-loalizaionesdel espetro de las esferas, mientras que los espetros anillo s�olidos son lasloalizaiones smashing del espetro de las esferas.Veremos tambi�en que la loalizai�on de un espetro de Eilenberg{MaLane �kHG tiene omo m�aximo un grupo de homotop��a en dimensi�onk uando el grupo G es abeliano reduido, es deir, uando G no tienening�un subgrupo divisible no trivial. Este resultado generaliza el an�alogoobtenido para loalizaiones homol�ogias (v�ease teorema 5.3.3). Para ungrupo abeliano ualquiera G, el heho de que en la loalizai�on de �kHGapareza o no un segundo grupo de homotop��a depender�a �uniamente desi el grupo de Pr�ufer Z=p∞ aparee omo un sumando direto de G.
6.1. Espectros de Eilenberg–Mac Lane f -localesEn esta sei�on vamos a presentar algunos resultados sobre espetros deEilenberg{MaLane y f-loalizaiones donde f es una apliai�on arbitra-ria de espetros. Estudiaremos de qu�e forma el heho de que el espetro�kHG sea f-loal viene determinado porque lo sean los espetros �kHQ y�kHZ=pn para ada primo p. Por simpliidad en la notai�on, nos entra-remos el aso k = 0 (espetros de la forma HG), pero todos los resultadosson v�alidos para ualquier k ∈ Z ajustando los ��ndies onvenientemente.Un mor�smo ualquiera de grupos abelianos g : A −→ B indue unaapliai�on de HZ-m�odulos entre espetros de Eilenberg{MaLaneHg : HA −→ HBtal que �0(Hg) = g, ya que Hom(A;B) ∼= [HA;HB℄HZ-hmod. Su �bra estambi�en un HZ-m�odulo, que esinde del siguiente modo:�b(Hg) ≃ H(Ker g) ∨ �−1H(Coker g): (6.1)Este heho nos permite demostrar el siguiente resultado.



6.1 Espectros de Eilenberg–Mac Lane f -locales 93

Lema 6.1.1. Si HG es un espetro f-loal, entones tambi�en lo son losespetros HG1 y �−1HG2 donde G1 = Hom(A;G) y G2 = Ext(A;G) paraualquier grupo abeliano A.Demostrai�on. Tomamos una resolui�on libre de A,0 −→ R −→ F −→ A −→ 0;donde R y F son grupos abelianos libres. Esta resolui�on da lugar a unasuesi�on exata de grupos0 −→ Hom(A;G) −→ Hom(F;G) −→ Hom(R;G) −→ Ext(A;G) −→ 0:Como R y F son libres y HG es f-loal, tambi�en lo son H(Hom(F;G)) yH(Hom(R;G)), ya que Hom(F;G) y Hom(R;G) son un produtos diretosde opias de G. Por lo tanto, la �bra de la apliai�onH(Hom(F;G)) −→ H(Hom(R;G));que es H(Hom(A;G))∨�−1H(Ext(A;G)), tambi�en es f-loal (ver proposi-i�on 3.2.1). Los espetrosHG1 y �−1HG2 son f-loales porque son retratosde la �bra.Un grupo abeliano G se die que es de exponente �nito si existe unnatural n tal que nG = 0, es deir, para todo g de G se tiene que ng = 0.Un resultado l�asio de teor��a de grupos abelianos die que si G es deexponente �nito, entones es suma direta de grupos ��lios [Kap69℄. SiG veri�a que pnG = 0 para alg�un primo p y alg�un natural n, entones Ges suma direta de grupos de la forma Z=pj, on 1 ≤ j ≤ n. Cuando Gumple que pnG = 0, el espetro HZ=pn deteta los espetros HG que sonf-loales.
Lema 6.1.2. Si HZ=pn es f-loal, entones HG es f-loal para todo G talque pnG = 0.Demostrai�on. Como G es isomorfo a una suma direta de grupos ��lios
Z=pj on 0 ≤ j ≤ n, podemos esribirlo omo el n�uleo de una apliai�on(no exhaustiva) g : ∏I Z=pn −→

∏J Z=pn;que da lugar a la siguiente o�brai�on de espetros, por (6.1):HG ∨ �−1H(Coker g) −→ ∏I HZ=pn −→
∏J HZ=pn:



94 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac LaneLa �bra es f-loal porque HZ=pn lo es y el produto de f-loales es f-loal.El espetro HG es f-loal porque es un retrato de la �bra.Dado un onjunto de primos J y un grupo abeliano G, se die queG es Ext-J-ompleto si para todo p ∈ J se tiene que Hom(Z=p;G) =Ext(Z=p;G) = 0, o equivalentemente, Z=p ⊗ G = Tor(Z=p;G) = 0. Elgrupo G se llama Ext-ompleto si Hom(Q; G) = Ext(Q; G) = 0.
Corolario 6.1.3. Si HZ=pn es f-loal para todo n, entones HA es f-loalpara todo grupo A que sea Ext-p-ompleto.Demostrai�on. Para ada n, tenemos la o�brai�on de espetrosHA ×pn

−→ HA −→ H(A=pnA)que da lugar a la siguiente torre de o�braiones
²² ²² ²²HA

×p
²²

×p3
// HA1

²²

// H(A=p3A)
²²HA

×p
²²

×p2
// HA1

²²

// H(A=p2A)
²²HA ×p

// HA // H(A=pA):Si tomamos el l��mite inverso de esta torre, obtenemos queHA ≃ hol��mnH(A=pnA):El l��mite inverso de la olumna de la izquierda es trivial, ya que A esExt-p-ompleto (v�ease [BK72a, p.175℄). Ahora HA es el l��mite inverso deespetros f-loales por el lema 6.1.2, y por lo tanto es f-loal (v�ease lema2.3.3).Un grupo abeliano se die raional si es un espaio vetorial sobre Q.Estos grupos esinden omo una suma direta de opias de Q. Para gruposabelianos raionales se umple el siguiente resultado.
Lema 6.1.4. Si HQ es f-loal, entones HG es f-loal para todo grupoabeliano raional G.



6.1 Espectros de Eilenberg–Mac Lane f -locales 95Demostrai�on. Como G es raional podemos esribirlo omo el n�uleo deuna apliai�on (no exhaustiva)g : ∏I Q −→
∏J Q:Tenemos de este modo la siguiente suesi�on de espetros, por (6.1):HG ∨ �−1H(Coker g) −→ ∏I HQ −→

∏J HQ:Como la �bra es f-loal por serlo HQ, el espetro HG tambi�en es f-loalpor ser un retrato de la �bra.Observar que si G es un grupo abeliano raional y HG es f-loal, enton-es HQ es f-loal, ya que es un retrato de HG, puesto que G es isomorfoa una suma direta de opias de Q.
Lema 6.1.5. Sea P un onjunto de primos y supongamos que HQ yHZ=pn son f-loales para todo p ∈ P y para todo n. Entones, HG esf-loal para todo ZP -m�odulo G tal que Hom(Z=p∞; G) = 0 para adap ∈ P .Demostrai�on. Si G es un ZP -m�odulo, entones G es �uniamente p-divi-sible para ada p 6∈ P . Por lo tanto la loalizai�on homol�ogia LMZ=pHGes ero para todo p 6∈ P , por la proposii�on 5.2.8. Apliando el funtorde loalizai�on homol�ogia LS a HG, el teorema 5.2.1 nos da el siguienteuadrado aritm�etioHG //

²²

∏p∈P H(Ext(Z=p∞; G))
²²H(G⊗ Q) // MQ ∧

∏p∈P H(Ext(Z=p∞; G)):Los espetros de los v�erties inferiores del uadrado son f-loales por el lema6.1.4, ya que su grupo de homotop��a es abeliano raional. Lo mismo ourreon el v�ertie superior dereho, apliando el orolario 6.1.3, ya que es unproduto de espetros de Eilenberg{MaLane uyos grupos de homotop��ason Ext-p-ompletos. As�� pues, HG es f-loal.
Lema 6.1.6. Si A es un grupo abeliano tal que pnA = pn+1A para alg�unn, entones A ∼= B ⊕ C donde pnB = 0 y C es p-divisible.



96 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac LaneDemostrai�on. Tenemos la siguiente suesi�on exata orta de grupos abe-lianos 0 −→ pnA −→ A −→ A=pnA −→ 0:El grupo pnA es p-divisible y A=pnA es de exponente �nito y por lotanto isomorfo a una suma direta de opias de Z=pi on i ≤ n. Co-mo Ext(A=pnA; pnA) = 0, la suesi�on exata esinde y por lo tanto A ∼=A=pnA⊕ pnA.
Lema 6.1.7. Si A es un grupo abeliano que no es �uniamente p-divisibley �HA es f-loal, entones HG es f-loal para todo grupo G que seaExt-p-ompleto.Demostrai�on. Vamos a realizar la demostrai�on distinguiendo varios a-sos posibles para el grupo abeliano A. Consideremos la suesi�on de gru-pos dada por {piA}i≥1. Si esta suesi�on no se hae onstante, es deir,piA 6∼= pi+1A para ada i ≥ 1, entones tenemos la siguiente suesi�on exataA ×pi

−→ A −→ A=piAy adem�asA=piA ∼= ⊕1≤j≤iZ=pj (observar que, en esta desomposii�on, siem-pre aparee al menos una opia de Z=pi, ya que si no, pjA=piA = 0 paraalg�un j < i, lo ual impliar��a que piA = pjA, que es una ontradii�on).Esta suesi�on exata indue una o�brai�on de espetros�H(Ker(×pi)) ∨H(⊕1≤j≤iZ=pj) −→ �HA −→ �HA:Como �HA es f-loal por hip�otesis, tambi�en lo es H(⊕1≤j≤iZ=pj) y portanto HZ=pi, ya que es un retrato de la �bra de una apliai�on entreespetros f-loales. As�� pues, tenemos que para todo i ≥ 1 el espetroHZ=pi es f-loal y podemos apliar el orolario 6.1.3.Si Hom(Z=p;A) 6= 0, omo �HA es f-loal tambi�en lo es �HZ=p apli-ando el lema 6.1.1, debido a que Hom(Z=p;A) esinde omo una sumadireta de opias de Z=p. Ahora bien, tambi�en HZ=p es f-loal puesto quees la desuspensi�on de un f-loal, y proediendo omo en la demostrai�ondel teorema 6.2.2, se tiene que HZ=pi es f-loal para todo i ≥ 1. La de-mostrai�on termina apliando de nuevo el orolario 6.1.3.Por �ultimo, vamos a suponer que existe un i ≥ 1 tal que piA = pi+1Ay adem�as que Hom(Z=p;A) = 0. En este aso, por el lema 6.1.6, tenemosque A ∼= B ⊕ C, donde piB = 0 y C es p-divisible. ComoHom(Z=p;A) ∼= Hom(Z=p;B)⊕ Hom(Z=p; C)



6.2 Algunos ejemplos. Localizaciones de HZ 97y Hom(Z=p;A) = 0, debe umplirse que Hom(Z=p;B) = 0, lo ual nos llevaa una ontradii�on, pues piB = 0.
Lema 6.1.8. Dado un grupo abeliano A que no sea Ext-ompleto, si �HAes f-loal, entones HQ es f-loal.Demostrai�on. Si A no es Ext-ompleto, entones o bien Hom(Q; A) 6= 0o bien Ext(Q; A) 6= 0. Si Hom(Q; A) 6= 0, entones �H(Hom(Q; A)) esf-loal, por el lema 6.1.2. Ahora bien, su desuspensi�on tambi�en es loaly raional, por lo tanto HQ es f-loal. El aso en que Ext(Q; A) 6= 0 sedemuestra de la misma manera.
6.2. Algunos ejemplos. Localizaciones de HZDada una apliai�on de espetros f arbitraria, denotaremos por L al funtorde f-loalizai�on. En el ap��tulo 4 hemos visto que la loalizai�on homot�opi-a LE de un R-GEM estable E vuelve a ser un R-GEM estable. En el asom�as senillo, si E ≃ �kHG on G un R-m�odulo y k ∈ Z, entones el teo-rema 4.4.2 nos die que LE tiene omo m�aximo dos grupos de homotop��ano nulos en dimensiones k y k + 1, que tambi�en son R-m�odulos. En al-gunas oasiones, el segundo grupo de homotop��a que aparee es nulo y laloalizai�on de �kHG tiene un �unio grupo de homotop��a en dimensi�on k.
Teorema 6.2.1. Si G es un grupo abeliano libre y k ∈ Z, entones tenemosque L�kHG ≃ �kHA para alg�un grupo abeliano A.Demostrai�on. Por el teorema 4.4.2 sabemos que L�kHG tiene omom�aximo dos grupos de homotop��a en dimensiones k y k + 1. Supongamosque L�kHG ≃ �kHA ∨ �k+1HB. Por el orolario 4.3.6,[�kHG;�k+1HB℄HZ-hmod ∼= Ext(G;B):Si G es un grupo libre, entones Ext(G;B) = 0 y en el diagrama�kHG l //

((QQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HBp2
²²�k+1HB;uyas apliaiones son mor�smos de HZ-m�odulos, la omposii�onp2 ◦ l : �kHG −→ �k+1HB



98 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Lanees homot�opiamente nula. Adem�as �k+1HB es f-loal porque es un retratode L�kHG. Entones, la propiedad universal de la loalizai�on nos aseguraque B = 0.
Teorema 6.2.2. Si p es un n�umero primo, n un entero positivo y k ∈ Z,entones L�kHZ=pn = 0 o L�kHZ=pn ≃ �kHZ=pi on 1 ≤ i ≤ n.Demostrai�on. Supongamos por simpliidad que k = 0. Si k ∈ Z, se pro-ede de manera an�aloga. Comenzaremos onsiderando el aso n = 1. Por elteorema 4.4.2, LHZ=p ≃ HA1 ∨ �HA2donde A1 y A2 son Z=p-m�odulos, y por tanto esinden omo una sumadireta de opias de Z=p. Como desuspensiones y retratos de loales sonloales, se sigue que, o bien A1 = A2 = 0, o bien HZ=p es f-loal, enuyo aso LHZ=p = HZ=p. Si A1 = A2 = 0 entones LHZ=p = 0 y laso�braiones HZ=p −→ HZ=pr −→ HZ=pr−1;para todo r ≥ 2, implian indutivamente que LHZ=pr es ontr�atil paratodo r ≥ 1, por la proposii�on 3.2.5.Sea ahora n un entero positivo y vamos a suponer que HZ=p es f-loal.De nuevo, utilizando el teorema 4.4.2, podemos esribirLHZ=pn ≃ HB1 ∨ �HB2;donde ahora B1 y B2 son Z=pn-m�odulos, es deir, grupos abelianos onexponente divisor de pn. Por [Kap69℄, los grupos B1 y B2 son suma dire-ta de subgrupos isomorfos a Z=pj, on 1 ≤ j ≤ n. Si B2 = 0, entonesHom(B1; B1) ∼= Hom(Z=pn; B1) por la propiedad universal de L. Esto fuer-za que B1 onste s�olamente de un sumando y que adem�as la apliai�on
Z=pn −→ B1 sea exhaustiva (omo en [Cas00, teorema 3.4℄). Finalmente,supongamos que B2 es distinto de ero y llegaremos a una ontradii�on.Sea m el menor n�umero natural tal que Z=pm es un sumando direto deB2. Entones, �HZ=pm y por tanto HZ=pm son f-loales. Ahora bien, laso�braiones HZ=p(r+1)m −→ HZ=prm −→ �HZ=pm;para todo r ≥ 1, implian indutivamente que HZ=prm es f-loal paratodo r ≥ 1, por la proposii�on 3.2.1. Elegimos pues un r tal que rm > ny apliando el lema 6.1.2 obtenemos que HZ=pn es f-loal, lo ual es unaontradii�on.



6.2 Algunos ejemplos. Localizaciones de HZ 99Dado un grupo abelianoG �nitamente generado, el teorema de lasi�a-i�on de estos grupos nos die que podemos expresar G omo ⊕ni=1Gi dondeada Gi es, o bien Z, o bien Z=pk para alg�un primo p y alg�un k ≥ 1. Comoel funtor de loalizai�on onmuta on produtos �nitos, si G ∼= ⊕ni=1Gi,entones apliando los teoremas 6.2.1 y 6.2.2,L�kHG ≃ �kH(⊕ni=1Ai)donde Ai ∼= �k(L�kHGi).
Corolario 6.2.3. Si G es un grupo abeliano �nitamente generado y k ∈ Z,entones L�kHG ≃ �kHA, para alg�un grupo abeliano A.La loalizai�on no onserva grupos abelianos �nitamente generados, yaque algunos de los grupos que apareen omo grupos de homotop��a de laloalizai�on de HZ no son �nitamente generados, omo por ejemplo Q.Si L�kHG ≃ �kHA ∨ �k+1HB, podemos obtener informai�on sobrelos dos grupos de homotop��a A y B utilizando la propiedad universal de laloalizai�on. Como �kHA y �k+1HB son loales por ser retratos de loales,proyetando en ada uno de los fatores tenemos los siguientes diagramas:�kHG l //p1◦l ((QQQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HBp1

²²�kHA �kHG l //p2◦l ((QQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HBp2
²²�k+1HB;que junto on la propiedad universal de la loalizai�on nos dan los siguientesisomor�smos:[�kHA;�kHA℄× [�k+1HB;�kHA℄ ∼= [�kHG;�kHA℄;[�kHA;�k+1HB℄× [�k+1HB;�k+1HB℄ ∼= [�kHG;�k+1HB℄:Pero [�k+1HB;�kHA℄ = 0, ya que[�k+1HB;�kHA℄ ∼= (HA)0(�HB) ∼= Hom(�0(�HB); A) = 0;y por tanto tenemos los siguientes isomor�smos de grupos abelianos:Hom(A;A) ∼= Hom(G;A);Ext(A;B)⊕ Hom(B;B) ∼= Ext(G;B):



100 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac LaneDe manera an�aloga y utilizando el heho de que �kHB tambi�en es loal,pues es la desuspensi�on de un loal, se tiene el isomor�smoHom(A;B) ∼= Hom(G;B):El siguiente resultado re�une las tres propiedades anteriores sobre los dosgrupos de homotop��a de la loalizai�on de �kHG.
Proposición 6.2.4. Si L�kHG ≃ �kHA∨�k+1HB, entones para todo k ∈ Zse umple:i) Hom(A;A) ∼= Hom(G;A).ii) Hom(A;B) ∼= Hom(G;B).iii) Ext(A;B)⊕ Hom(B;B) ∼= Ext(G;B).En el aso partiular de la loalizai�on de �kHZ, sabemos que B = 0por el teorema 6.2.1. El apartado i) de la proposii�on 6.2.4 nos die queHom(A;A) ∼= A, y este isomor�smo viene dado por la apliai�on' 7→ '(1A).La omposii�on de mor�smos en Hom(A;A) de�ne una multipliai�on enA para la ual 1A es el elemento identidad. As��, si A es distinto de ero,entones admite una estrutura de anillo.
Definición 6.2.5. Un anillo on unidad se die que es un anillo r��gido sila apliai�on evaluai�on Hom(A;A) −→ A dada por ' 7→ '(1A) es unisomor�smo.Todos los anillos r��gidos son onmutativos. Si A es un anillo r��gido ya ∈ A, entones los mor�smos de Hom(A;A) de�nidos omo'(r) = ra y  (r) = ar;para todo r ∈ A, veri�an que '(1A) =  (1A). Por lo tanto ar = ra en Apara todo r ∈ A.La terminolog��a de anillos r��gidos fue utilizada por primera vez en[CRT00℄ para desribir las f-loalizaiones de la esfera S1. Sin embargo,este tipo de anillos ya hab��a sido estudiado anteriormente en otros on-textos, on el nombre de E-anillos [Sh73℄. Ejemplos de anillos r��gidos son
Z=n, los subanillos de Q (inluyendo Z y Q) o el anillo de los enteros p-�adios Ẑp para ualquier primo p. Hay otros muhos ejemplos, omo los



6.3 Espectros anillo sólidos y ŕıgidos 101produtos ∏p∈P Z=p o ∏p∈P Ẑp, donde P es un onjunto de primos. Tam-bi�en son r��gidos todos los anillos s�olidos en el sentido de Bous�eld{Kan[BK72b℄, es deir, los anillos R tales que la multipliai�on R ⊗Z R −→ Res un isomor�smo.De heho, existen anillos r��gidos de ardinalidad arbitrariamente grande(v�ease [DMV87℄). Sin embargo, hay grupos omo el grupo de Pr�ufer (ogrupo de las ra��es p-�esimas de la unidad) Z=p∞ o el uerpo p-�adio Q̂pque no admiten una estrutura de anillo r��gido. Por tanto, no existe ning�unfuntor de loalizai�on tal que �k(L�kHZ) sea Z=p∞ o Q̂p.
Teorema 6.2.6. Dado k ∈ Z, la loalizai�on del espetro �kHZ tiene omom�aximo un grupo de homotop��a no trivial, es deir, L�kHZ ≃ �kHA,y si A 6= 0, entones A tiene estrutura de anillo r��gido.Todos los anillos r��gidos apareen omo f-loalizaiones del espetroHZ. Dado un anillo r��gido A, sea f : S −→ MA la apliai�on de espetrosinduida por la unidad de A (reordar que [S;MA℄ ∼= �0(MA) = A). En-tones LfHZ ≃ HA. El espetro HA es f-loal ya que por el lema 3.4.1,[�kMA;HA℄ = Hom(A;A) si k = 0 y es nulo en otro aso; por lo tanto,[�kMA;HA℄ ∼= [�kS;HA℄ para todo k ≥ 0:La apliai�on g : HZ −→ HA obtenida haiendo el produto smash de fon la identidad en HZ es una f-equivalenia, porque HZ es onetivo.Observar que tambi�en para esta apliai�on g se umple que LgHZ ≃ HA.
Corolario 6.2.7. Hay una lase propia de funtores de f-loalizai�on noequivalentes.Demostrai�on. Hay una lase propia de anillos r��gidos no isomorfos por[DMV87℄. Para ada uno de estos anillos r��gidos A, tenemos un funtor Lfasoiado, donde f : S −→MA, que umple que LfHZ ≃ HA.
6.3. Espectros anillo sólidos y ŕıgidosEn �algebra, un anillo on unidad R se die que es un anillo s�olido en elsentido de [BK72b℄ si la multipliai�on del anillo � : R ⊗Z R −→ R esun isomor�smo. Algunos ejemplos de anillos s�olidos son Z, Q o Z=n. Sin



102 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Laneembargo, Ẑp o R no son s�olidos. Los anillos s�olidos est�an ompletamentelasi�ados [BK72b℄ y todos son onmutativos y numerables.Dado un anillo ualquiera R on unidad, podemos de�nir un funtor dela ategor��a de grupos abelianos a la ategor��a de R-m�odulosF : Ab −→ R-moddado por F (A) = A ⊗Z R para todo grupo abeliano A. Este funtor F esadjunto por la izquierda del funtor olvido de R-m�odulos a Z-m�odulos yproporiona por tanto un isomor�smoHomZ(A;B) ∼= HomR(A⊗Z R;B)para todo grupo abeliano A y todo R-m�odulo B. Cuando el anillo R es unanillo s�olido, el funtor F es un funtor idempotente, ya que A⊗Z R⊗Z R ∼=A⊗Z R. De heho, esta propiedad arateriza los anillos s�olidos.
Proposición 6.3.1. Un anillo R on unidad es s�olido si y s�olo si el funtorF : Z-mod −→ R-mod de�nido omo F (A) = A⊗Z R es idempotente.Demostrai�on. Si F es un funtor idempotente, tomando A = Z tenemosque R⊗Z R ∼= Z ⊗Z R⊗Z R = F (F (Z)) ∼= F (Z) = Z ⊗Z R ∼= Ry por lo tanto R ∼= R⊗Z R.Cuando un anillo R es r��gido (v�ease de�nii�on 6.2.5), la apliai�on� : Z −→ R dada por �(1) = 1R tiene la siguiente propiedad universal:dada ualquier otra apliai�on g : Z −→ R existe una �unia h : R −→ R talque g = h ◦ �,

Z
�

//g
²²

Rh~~R:Es deir, la apliai�on � es una loalizai�on de Z en la ategor��a de gruposabelianos. Los anillos r��gidos est�an araterizados por esta propiedad.
Proposición 6.3.2. Un anillo R on unidad es r��gido si y s�olo si la apli-ai�on � : Z −→ R dada por �(1) = 1R es una loalizai�on de Z en laategor��a de grupos abelianos.



6.3 Espectros anillo sólidos y ŕıgidos 103Todo anillo s�olido es un anillo r��gido, ya que, si R es s�olido, entonesHomZ(R;R) ∼= HomR(R⊗Z R;R) ∼= HomR(R;R) ∼= R:An�alogamente a la de�nii�on algebraia de anillos s�olidos y r��gidos, po-demos de�nir espetros anillo s�olidos y espetros anillo r��gidos. Las propie-dades de estos espetros anillo son, omo veremos, similares a las de susan�alogos algebraios.
Definición 6.3.3. Un espetro anillo E es un espetro anillo s�olido, si lamultipliai�on E ∧ E −→ E es una equivalenia homot�opia.Observar que todo espetro anillo s�olido E es smashing (ver Sei�on5.4) o diho de otra manera, el funtor de loalizai�on homol�ogia LE essmashing. En este aso, LE = LT , donde T = LES y el espetro T es unespetro anillo s�olido [Rav84, proposii�on 1.27℄. Los espetros anillos s�olidosvienen araterizados por la siguiente propiedad.
Proposición 6.3.4. Un espetro anillo E es s�olido si y s�olo si el funtorL : Hos −→ Hos de�nido omo LX = X ∧E para todo espetro X es unfuntor de loalizai�on.Demostrai�on. Supongamos que E es s�olido, entones L = LE , dondeE ≃ S ∧ E = LS ya que las L-equivalenias son preisamente las E-equivalenias. Re��proamente, si L es un funtor de loalizai�on, E = LSes loal y por tanto E ≃ LE = E ∧ E.
Definición 6.3.5. Un espetro anillo E es un espetro anillo r��gido si laapliai�on de evaluai�on F (E;E) −→ E es una equivalenia homot�opia.Estos espetros r��gidos vienen araterizados por ser exatamente loa-lizaiones del espetro de las esferas.
Proposición 6.3.6. Un espetro anillo E es r��gido si y s�olo si la apliai�onidentidad del anillo � : S −→ E es una loalizai�on de la esfera.Demostrai�on. Si E es r��gido, entones F (E;E) ≃ E ≃ F (S;E). Deheho, L�S ≃ E ya que � es una �-equivalenia y E es �-loal. Re��proa-mente, si E es loal, tambi�en lo es �−kE para todo k ≥ 0. Como � es unaloalizai�on, la propiedad universalS �

//

²²

E
||�−kE



104 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Laneimplia que [S;�−kE℄ ∼= [E;�−kE℄ para todo k ≥ 0;y as��, F (E;E) ≃ E.
Proposición 6.3.7. Todo espetro anillo s�olido es un espetro anillo r��gido.Demostrai�on. Si E es s�olido, el funtor LX = X ∧ E es una loalizai�onpara todo espetro X. Tomando X = S y utilizando la propiedad universalde la loalizai�on tenemos que F (E;E) ≃ F (S;E) ≃ E.Ejemplo 6.3.8. El espetro anillo HẐp es r��gido pero no s�olido. Si fueses�olido, entones HẐp ∧ HẐp ≃ HẐp, lo que a nivel de �0 impliar��a que
Ẑp ⊗ Ẑp ∼= Ẑp, que no es ierto. En ambio, se umple que [S;HẐp℄ ∼=[HẐp; HẐp℄ y [�kHẐp; HẐp℄ = 0 para todo k ≥ 1.En homotop��a inestable, todas las f-loalizaiones de la esfera S1 sonespaios de Eilenberg{MaLane uyo grupo de homotop��a tiene la estru-tura de un anillo r��gido [CRT00℄. Todos los anillos r��gidos apareen de estamanera. El siguiente teorema muestra la relai�on entre las loalizaiones delos espetros S y HZ, y las estruturas de espetro anillo s�olido y r��gido.
Teorema 6.3.9. Sea Lf un funtor de f-loalizai�on ualquiera. Entones:i) LfS es un espetro anillo r��gido y todos los espetros anillo r��gi-dos apareen de esta manera. Si Lf es un funtor de loalizai�onsmashing, entones LfS es un espetro anillo s�olido y todos losespetros anillo s�olidos apareen de esta manera.ii) LfHZ ≃ HA para alg�un grupo abeliano A que tiene estrutura deanillo r��gido y todos los anillos r��gidos apareen de esta manera.Si Lf es un funtor de loalizai�on smashing, entones A es unsubanillo de los raionales.Demostrai�on. La primera parte es onseuenia de las proposiiones 6.3.4y 6.3.6. La segunda es onseuenia de los teoremas 5.4.1 y 6.2.6.
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6.4. Espectros de Eilenberg–Mac Lane reducidosUn grupo abelianoA se die que es reduido si no posee ning�un subgrupo notrivial que sea divisible. Un espetro de Eilenberg{MaLane HG deimosque es reduido uando G es reduido. Vamos a ver que la loalizai�on deespetros de Eilenberg{MaLane on grupo de homotop��a reduido tienetambi�en omo m�aximo un solo grupo de homotop��a no nulo.
Teorema 6.4.1. Si G es un grupo abeliano reduido, entones L�kHG ≃�kHA, para alg�un grupo abeliano A y para todo k ∈ Z.Demostrai�on. Por simpliidad, tomamos k = 0. Para el resto de asosse proede de igual manera. Supongamos que LHG ≃ HA ∨ �HB y seaP el onjunto de primos tales p que B no es �uniamente p-divisible. Yasabemos que �HB es loal, porque es retrato de un loal. Por el lema6.1.7, los espetros H(∏p∈P Ext(Z=p∞; G)) y HZ=pk para todo k < ∞y p ∈ P son f-loales (observar que HZ=pk es Ext-P -ompleto [BK72a,p.174℄). Podemos distinguir ahora dos asos diferentes:i) Supongamos que B es Ext-P -ompleto. Por la propiedad universal delfuntor de loalizai�on L tenemos el siguiente diagrama onmutativoHG l //l′ &&MMMMMMMMMM HA ∨ �HB'

²²ĤGP :donde l es la apliai�on de loalizai�on dada por el funtor L y l′ esla apliai�on dada por el funtor de loalizai�on homol�ogio on res-peto a M(⊕p∈PZ=p). Observar que ĤGP ≃ H(∏p∈P Ext(Z=p∞; G)).Denotaremos ĜP = ∏p∈P Ext(Z=p∞; G). Como �HB es L-loal ytambi�en es M(⊕p∈PZ=p)-loal, apliando las propiedades universalesde la loalizai�on tenemos isomor�smos[HG;�HB℄ ∼= [HA ∨ �HB;�HB℄ y[HG;�HB℄ ∼= [HĜP ;�HB℄;que dan lugar a un isomor�smo[HA ∨ �HB;�HB℄ ∼= [HĜP ;�HB℄:Por lo tanto, [HB;HB℄ ∼= Hom(B;B) = 0 y as�� B = 0.



106 Localización homotópica de espectros de Eilenberg–Mac Laneii) Supongamos que B no es Ext-P -ompleto. El lema 6.1.8 implia queHQ es L-loal y por el lema 6.1.5, H(G ⊗ ZP ) es tambi�en L-loal.Proediendo ahora de igual manera que en el aso anterior pero sien-do l′ la loalizai�on homol�ogia on respeto a MZP obtenemos queB = 0.Todo grupo abeliano G esinde omo una suma direta G1 ⊕G2, dondeG1 es un grupo abeliano divisible y G2 es un grupo abeliano reduido. Por lotanto, LHG ≃ LHG1∨LHG2. La parte de la loalizai�on orrespondiente aHG2 onsta omo m�aximo de un grupo de homotop��a, omo hemos visto enel teorema 6.4.1. El grupo G1 a su vez lo podemos desomponer omo unasuma direta de opias de Q y Z=p∞ para varios primos p. La loalizai�onde un espetro de Eilenberg{MaLane raional vuelve a ser otro espetrode Eilenberg{MaLane raional; por lo tanto, la �unia posibilidad para queen la loalizai�on de un espetro de Eilenberg{MaLane LHG apareza ungrupo de homotop��a no nulo en dimensi�on uno es que Z=p∞ apareza omosumando direto de G y que LHZ=p∞ = �HB para alg�un grupo abelianoB distinto de ero.Veamos un ejemplo onreto. Dado un k < ∞, sea f : HZ=p∞ −→�HZ=pk la apliai�on de HZ-m�odulos dada por la identidad en el grupoExt(Z=p∞;Z=pk). Como f es trivialmente una f-equivalenia y �HZ=pkes f-loal, entones LfHZ=p∞ ≃ �HZ=pk. El mismo ejemplo ambiandoHZ=pk por HẐp nos permite obtener una apliai�on g tal que LgHZ=p∞ ≃�HẐp.
Corolario 6.4.2. Sea G un grupo abeliano ualquiera y k ∈ Z. Si Z=p∞ noaparee omo sumando direto de G para ning�un primo p, entonesL�kHG ≃ �kHA para alg�un grupo abeliano A.



Caṕıtulo 7

Categoŕıas de módulos estrictos y

homotópicosLos espetros anillo y los espetros m�odulo han sido l�asiamente objetosde�nidos en la ategor��a homot�opia estable, que omo hemos visto enel ap��tulo 1, tiene un produto smash asoiativo y onmutativo salvohomotop��a. Las apliaiones de estrutura que de�nen los espetros anillo ylos espetros m�odulo dan lugar a diagramas que onmutan salvo homotop��a.Dado un espetro anillo E, los E-m�odulos en este ontexto junto on lasapliaiones de E-m�odulos forman una ategor��a, que puede verse omo laategor��a de Eilenberg{Moore asoiada a la m�onada de�nida por el funtorX 7→ E ∧ X. Llamaremos a esta ategor��a la ategor��a de los E-m�oduloshomot�opios.Sin embargo, la reiente aparii�on de las nuevas ategor��as de mode-los para la homotop��a estable, omo los espetros sim�etrios [HSS00℄ olos S-m�odulos [EKMM97℄, dotadas de un produto smash estritamenteasoiativo y onmutativo, han permitido de�nir espetros anillo estritos(monoides en la ategor��a) y espetros m�odulo estritos (m�odulos sobremonoides). Las apliaiones de estrutura para estos anillos y m�odulos es-tritos dan lugar a diagramas que realmente onmutan en la ategor��a demodelos (sin neesidad de pasar a la ategor��a homot�opia). As��, dado unespetro anillo estrito E, la ategor��a de los E-m�odulos estritos tieneuna estrutura de ategor��a de modelos y podemos onsiderar tambi�en laategor��a homot�opia de los E-m�odulos estritos.Por lo tanto, para ada espetro anillo estrito E, tenemos de�nidasdos ategor��as que interesa omparar. Una es la ategor��a de los E-m�odulos



108 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicoshomot�opios y la otra la ategor��a homot�opia de los E-m�odulos estritos.Las ategor��as de los m�odulos estritos tienen mejores propiedades quelas ategor��as de los m�odulos homot�opios. La �bra de una apliai�on dem�odulos estritos es un m�odulo estrito, mientras que el mismo resultado esfalso en el aso de los m�odulos homot�opios [May98℄. Si R es un anillo onunidad y HR denota el orrespondiente espetro de Eilenberg{MaLane,entones la ategor��a de modelos de losHR-m�odulos estritos es equivalenteen el sentido de Quillen a la ategor��a de omplejos de adenas no aotadosde R-m�odulos [Rob87℄, [SS03℄.La ategor��a homot�opia de los HR-m�odulos estritos y la ategor��a delos HR-m�odulos homot�opios no son equivalentes en general. Sin embar-go, hay algunos asos, por ejemplo uando R = Z, en los uales hay unaequivalenia entre dihas ategor��as.En este ap��tulo estudiaremos estas dos ategor��as de m�odulos. En pri-mer lugar veremos que las ategor��as de m�odulos pueden expresarse omoategor��as de Eilenberg{Moore asoiadas a iertas m�onadas. Posteriormen-te daremos una ondii�on su�iente sobre el anillo R para que exista unaequivalenia de ategor��as en el aso de HR-m�odulos.
7.1. Mónadas y la categoŕıa de Eilenberg–MooreEn esta sei�on vamos a reordar la de�nii�on general de m�onada en unaategor��a, veremos �omo se de�ne su ategor��a de �algebras asoiada o a-tegor��a de Eilenberg{Moore, y algunos de los resultados b�asios sobre estaategor��a. Estos y otros resultados sobre m�onadas pueden enontrarse en[Bor94, x4℄, [BW85, x3℄ o [Ma71, Cap. VI℄.
Definición 7.1.1. Dada una ategor��a C, una m�onada en C es una terna
T = (T; �; �) donde T : C −→ C es un funtor y � : IdC −→ T y � : TT −→T son dos transformaiones naturales tales que los siguientes diagramasonmutan: T �T

//

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

TT�
²²

TT�
oo

{{
{{

{{
{{

{{
{{

{{
{{T TTT �T

//T�
²²

TT�
²²TT � // T:Dada una m�onada ualquiera, se de�nen las �algebras sobre esta m�onadade la siguiente manera:
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Definición 7.1.2. Sea T = (T; �; �) una m�onada en C. Un �algebra sobre To una T-�algebra es un par (M;m), donde M ∈ C y m : TM −→ M es unmor�smo que umple que los siguientes diagramas onmutan:M
EE

EE
EE

EE

EE
EE

EE
EE

�M // TMm
²²M TTM �M //Tm

²²

TMm
²²TM m // M:Si (M;m) y (N;n) son dos T-�algebras, entones un mor�smo de T-�algebras f : (M;m) −→ (N;n) es un mor�smo f : M −→ N en C tal queel siguiente diagrama onmuta:TM Tf

//m
²²

TNn
²²M f // N:Dada una m�onada T = (T; �; �) en una ategor��a C, denotaremos por

CT la ategor��a uyos objetos son las T-�algebras y uyos mor�smos sonlos mor�smos de T-�algebras. La ategor��a CT de �algebras sobre T se llamaategor��a de Eilenberg{Moore asoiada a T.Podemos de�nir un funtor olvido U : CT −→ C de la ategor��a de T-�alge-bras a C de la siguiente manera: U(M;m) = M y U(f) = f . Este funtoras�� de�nido es un funtor �el y adem�as tiene un adjunto por la izquierdaF : C −→ CT de�nido omo F (M) = (TM;�M) y F (f) = T (f). La uni-dad de la adjuni�on es � : IdC −→ FU = T y la ounidad " : UF −→ IdCTest�a de�nida omo "(M;m) = m. Esta adjuni�on nos relaiona los mor�s-mos en la ategor��a C on los mor�smos en la ategor��a de T-�algebras CTmediante la biyei�on
CT((TX;�X); (Y;m)) ∼= C(X;Y ) (7.1)para todo objeto X de C y toda T-�algebra (Y;m).

Definición 7.1.3. Dadas dos m�onadas T = (T; �; �) y S = (S; �′; �′) en unaategor��a C, un mor�smo de m�onadas S −→ T es una transformai�onnatural � : S −→ T tal que los siguientes diagramas onmutan:S � // TIdC

�′ OO � >>||||||||

S ◦ S �� //�′

²²

T ◦ T�
²²S � // T:



110 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicosObservai�on 7.1.4. Cualquier mor�smo de m�onadas � : S −→ T da lugara un funtor �el Q : CT −→ CS ya que toda T-�algebra tiene estrutura de
S-�algebra v��a el mor�smo �. De este modo, el funtor Q se de�ne omoQ(M;m) = (M;m ◦�M ) y Q(f) = f . Este funtor est�a bien de�nido porque(m ◦ �M) ◦ �′M = m ◦ �M = 1M y (m ◦ �M) ◦ �M = (m ◦ �M) ◦ S(m ◦ �M).Por tanto (M;m ◦ �M) es una S-�algebra. Adem�as tenemos un diagramaonmutativo

CTF
²²

Q
// CSF

}}||
||

||
||

Cdonde F es el funtor olvido, que hemos visto anteriormente que era �el.As�� pues, Q tambi�en es �el.Ejemplo 7.1.5. Sea Ab la ategor��a de grupos abelianos y sea R un anilloon unidad. El funtor R⊗− : Ab −→ Ab junto on el produto y la unidadde R es una m�onada en la ategor��a de grupos abelianos. La ategor��a deEilenberg{Moore asoiada on esta m�onada es la ategor��a de R-m�odulos.
7.2. Categoŕıas estables de E-módulosEn esta sei�on vamos a desribir, para un espetro anillo E, la ategor��ade los E-m�odulos estritos y la de los E-m�odulos homot�opios omo a-sos partiulares de ategor��as de Eilenberg{Moore asoiadas on m�onadas.Trabajaremos en la ategor��a Sp� de espetros sim�etrios [HSS00℄. Esta a-tegor��a tiene un produto smash estritamente asoiativo y onmutativo,lo que nos permite de�nir anillos y m�odulos de la misma forma que losde�n��amos en la ategor��a homot�opia.
Definición 7.2.1. Un espetro anillo (estrito) es un objeto E ∈ Sp� juntoon dos mor�smos � : E ∧ E −→ E y � : S −→ E, donde S es el espetrode las esferas, de tal manera que los siguientes diagramas onmutan en laategor��a Sp�:E ∧ S �∧1

//

KKKKKKKKKKK

KKKKKKKKKKK
E ∧ E�

²²

S ∧ E1∧�
oo

ssssssssss

ssssssssssE E ∧ E ∧ E �∧1
//1∧�

²²

E ∧ E�
²²E ∧ E � // E: (7.2)



7.2 Categoŕıas estables de E-módulos 111El espetro anillo E es onmutativo si �◦� = �, donde � : E∧E −→ E∧Ees la apliai�on twist.Dado un espetro anillo E ∈ Sp�, un espetro E-m�odulo (estrito) esun par (M;m) on M ∈ Sp� y m : E ∧M −→ M tales que los siguientesdiagramas onmutan en Sp�:S ∧M �∧1
//

LLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLL
E ∧Mm

²²M E ∧ E ∧M �∧1
//1∧m

²²

E ∧Mm
²²E ∧M m // M: (7.3)Ejemplo 7.2.2. Igual que ourr��a en el aso de anillos y m�odulos homot�opi-os (ejemplo 4.1.3), si R es un anillo asoiativo on unidad y M es unR-m�odulo, el espetro de Eilenberg{MaLane HR es un espetro anillo(estrito) y HM es un HR-m�odulo (estrito). Las apliaiones de estru-tura de HR y HM vienen induidas por el produto y la unidad de R, ypor el homomor�smo de estrutura de M omo R-m�odulo.Dados dos E-m�odulos (M;m) y (N;n), un mor�smo de E-m�odulosf : (M;m) −→ (N;n) es una apliai�on f : M −→ N tal que el siguien-te diagrama onmuta: E ∧Mm

²²

1∧f
// E ∧Nn

²²M f // N: (7.4)Dado un espetro anillo (E; �; �) en Sp�, podemos onsiderar el funtorE ∧ − : Sp� −→ Sp�. Este funtor env��a ada espetro X a un espetroE-m�odulo E ∧X. Las transformaiones naturales � ∧ 1: IdSp� −→ E ∧− y� ∧ 1: E ∧ E ∧ − −→ E ∧ − forman una m�onada en la ategor��a Sp� porla onmutatividad de (7.2). La ategor��a de Eilenberg{Moore asoiada a lam�onada (E∧−; �∧1; �∧1) es la ategor��a uyos objetos son los E-m�odulosy uyos mor�smos son las apliaiones de E-m�odulos. Denotaremos omoE-mod a esta ategor��a y la llamaremos ategor��a de espetros m�oduloestritos. Esta ategor��a admite una estrutura de ategor��a de modelosen la que las equivalenias d�ebiles y las �braiones son las apliaionesde E-m�odulos que son equivalenias d�ebiles y �braiones en la ategor��asubyaente Sp� (v�ease [SS00℄, [SS03℄). Si Ho(E-mod) es la ategor��a ho-mot�opia asoiada, y M y N son objetos de Ho(E-mod), utilizaremos la



112 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicosnotai�on [M;N ℄E-mod para referirnos al grupo de mor�smos entre M y N enesta ategor��a. As��, (7.1) nos da una biyei�onE-mod(E ∧M;N) ∼= Sp�(M;N)para ualesquiera E-m�odulos M y N . Esta biyei�on no indue en generaluna biyei�on en lases de homotop��a de apliaiones, omo veremos en losCorolarios 7.3.6 y 7.3.7.Ahora, dado un espetro anilloE en Sp�, podemos onsiderar la m�onada(E ∧−; �∧1; �∧1) pero en la ategor��a homot�opia Ho(Sp�). Llamaremosategor��a de E-m�odulos homot�opios a la ategor��a de Eilenberg{Mooreasoiada a esta m�onada y la denotaremos por E-hmod. Dados dos objetosM y N en E-hmod, denotaremos por [M;N ℄E-hmod al grupo de mor�smosentre ellos en la ategor��a de Eilenberg{Moore. La biyei�on (7.1) nos die�omo relaionar los mor�smos de estas dos ategor��as, mediante el isomor-�smo [E ∧M;N ℄E-hmod ∼= [M;N ℄:Observar que los objetos en E-hmod son E-m�odulos en el sentido l�asi-o, es deir, equipados on apliaiones de estrutura para las uales los dia-gramas (7.2) y (7.3) onmutan salvo homotop��a. As�� pues, todo E-m�oduloestrito es en partiular un E-m�odulo homot�opio.
7.3. Módulos homotópicos y categoŕıas derivadasLas ategor��asE-mod y E-hmod de�nidas anteriormente son muy diferentesen general. En esta sei�on ompararemos ambas en el aso en que E seael espetro anillo HR para alg�un anillo on unidad R.Sea R un anillo on unidad. La ategor��a derivada del anillo anillo R,que denotamos por D(R), es la ategor��a homot�opia de Ch(R), la ategor��ade modelos de omplejos de adenas no aotados de R-m�odulos por laizquierda [Hov99, 2.3℄. Las equivalenias d�ebiles en Ch(R) son los uasi-isomor�smos, es deir, las apliaiones de omplejos de adenas que induenisomor�smos en todos los grupos de homolog��a. Si E es un R-m�odulo yk ∈ Z, denotaremos por E[k℄ al omplejo de adenas

· · · −→ 0 −→ 0 −→ E −→ 0 −→ 0 −→ · · ·



7.3 Módulos homotópicos y categoŕıas derivadas 113donde E est�a situado en dimensi�on k. Dados dos R-m�odulos A y B, losmor�smos entre A[0℄ y B[k℄ en la ategor��a D(R) se orresponden on elgrupo ExtkR(A;B), es deir,
D(R)(A[0℄; B[k℄) ∼= ExtkR(A;B)para ualesquiera R-m�odulos A y B; ver [Wei94, ap. 10℄ para una desrip-i�on detallada de la ategor��a derivada.La dimensi�on proyetiva pd(A) de un R-m�odulo A se de�ne omo elmenor entero n tal que existe una resolui�on de A por R-m�odulos proye-tivos Pi de la forma0 −→ Pn −→ Pn−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ A −→ 0:Si tal n�umero entero no existe, diremos que pd(A) = ∞. La dimensi�onglobal de un anillo R se de�ne omo gd(R) = supA∈R-mod{pd(A)}.Ejemplo 7.3.1. Para el anillo de los n�umeros enteros, gd(Z) = 1. Cual-quier anillo que sea un domino de ideales prinipales tiene dimensi�on glo-bal menor o igual que uno. Sin embargo, para el anillo Z=4 se tiene quegd(Z=4) = ∞. En el aso de un anillo de polinomios en n variables,gd(R[x1; : : : ; xn℄) = gd(R) + n.Los anillos R tales que gd(R) = 0 se llaman anillos semisimples. Todoslos uerpos y los produtos diretos �nitos de uerpos son anillos semisim-ples. En general, gd(R) = 0 si y s�olo si R es un produto direto �nito deanillos de matries sobre anillos de divisi�on, por el teorema de Wedderburn{Artin (v�ease [AF74, x13℄, por ejemplo). As��, si R es onmutativo, entonesgd(R) = 0 si y s�olo si R es un produto direto �nito de uerpos.Los grupos ExtkR est�an muy relaionados on la dimensi�on global delanillo R. Un resultado l�asio de �algebra homol�ogia establee que la di-mensi�on global de un anillo R es k si y s�olo si ExtiR(A;B) = 0 para todoi > k (v�ease por ejemplo [Wei94, teorema 4.1.2℄).

Proposición 7.3.2. Si gd(R) = 1, entones ualquier omplejo de adenasde R-m�odulos
C : · · · −→ Cn dn−→ Cn−1 dn−1

−→ · · · −→ C0 d0−→ C−1 −→ · · ·es uasi-isomorfo, y por tanto equivalente en D(R), a ⊕k∈ZAk dondeada omplejo Ak es de la forma
Ak : · · · −→ 0 −→ Rk −→ Fk −→ 0 −→ · · ·



114 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicoson Fk y Rk en dimensiones k y k + 1 respetivamente, y tal queHk(Ak) ∼= Hk(C).Demostrai�on. Sea Rk ik−→ Fk pk−→ Hk(C) una resolui�on proyetiva delk-�esimo grupo de homolog��a Hk(C) de C. De�nimos Ak omo el omplejo
· · · −→ 0 −→ Rk −→ Fk −→ 0 −→ · · ·on Fk en dimensi�on k y Rk en dimensi�on k + 1. Ahora vamos a onstruiruna apliai�on entre ⊕k∈ZAk y C que induza isomor�smo en homolog��a.Para ada k tenemos el siguiente diagrama:Ck+1

²²²²Im dk+1²²

²²Kerdk�
²²²²Rk // ik //

p̃k◦ik <<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

∃q̃k 77

Fk pk// //∃p̃k ;;Hk(C):Como Fk es un m�odulo proyetivo y � es exhaustiva, existe una aplia-i�on p̃k : Fk −→ Kerdk ⊂ Ck que ierra el diagrama. La apliai�on p̃k ◦ ikest�a bien de�nida porque p̃k ◦ ik ⊂ Ker� = Im dk+1. De nuevo, omo Rk esproyetivo y la apliai�on Ck+1 → Im dk+1 es exhaustiva, existe una apli-ai�on q̃k : Rk −→ Ck+1 que ierra el diagrama. Para ada k ∈ Z tenemosde�nidas apliaiones p̃k y q̃k de la siguiente manera:
· · · // Ck+1 // Ck // · · ·Rkq̃k OO

// Fk;p̃kOOy esto indue una apliai�on ⊕k∈ZAk −→ C que es un uasi-isomor�smo.Observai�on 7.3.3. Para un anillo R tal que gd(R) = 0, la proposii�on7.3.2 es tambi�en ierta de manera m�as senilla. En este aso, C ≃ ⊕k∈ZAk,donde Ak = Hk(C)[k℄ es el omplejo de adenas on Hk(C) en dimensi�onk y ero en el resto.



7.3 Módulos homotópicos y categoŕıas derivadas 115Observar que la proposii�on 7.3.2 no se umple uando gd(R) > 1.Supongamos que gd(R) = k > 1 y onsideremos un elemento � distintode ero en ExtkR(M;N), donde M y N son R-m�odulos. Este elemento � sepuede representar mediante una suesi�on exata de m�odulos0 −→ N −→ Ek −→ · · · −→ E1 −→M −→ 0;donde E1; : : : ; Ek son libres [Ma67, orolario III.6.5℄. Tomemos ahora elomplejo de adenas
E : · · · −→ 0 −→ Ek −→ Ek−1 −→ · · · −→ E1 −→ 0 −→ · · ·on E1 en dimensi�on 0. Este omplejo tiene homolog��a solamente en di-mensiones 0 y k− 1, H0(E) ∼=M y Hk−1(E) ∼= N . Pero si este omplejo esuasi-isomorfo aM [0℄⊕N [k−1℄ entones � = 0, puesto que, al serE1; : : : ; Eklibres, existe un uasi-isomor�smo del primer omplejo al segundo y portanto un diagrama onmutativoN //

∼=
²²

Ek //

²²

Ek−1 //

²²

· · · // E2 //

²²

E1 //

²²

M
∼=
²²N 1 // N // 0 // · · · // 0 // M 1 // M:El siguiente resultado fue demostrado por primera vez en [Rob87℄. Unageneralizai�on reiente puede verse en [SS03℄.

Teorema 7.3.4. Dado un anillo R, hay una equivalenia de Quillen entrela ategor��a de modelos Ch(R) de omplejos de adenas no aotados deR-m�odulos y la ategor��a de modelos de los HR-m�odulos (estritos).Esta equivalenia indue una equivalenia entre las respetivas ate-gor��as homot�opias D(R) y Ho(HR-mod).La ategor��aHR-hmod ya ha sido estudiada en el ap��tulo 4. Sus objetosson exatamente los R-GEMs estables. Un espetro E ∈ Ho(Sp�) es unR-GEM estable si E ≃ ∨k∈Z�kHAk donde ada Ak es un R-m�odulo. SiM;N ∈ HR-hmod y M ≃ ∨k∈Z�kHAk y N ≃ ∨j∈Z�kHBj, entones[M;N ℄HR-hmod = ∏k∈Z

∏j∈Z

[HA;�j−kHB℄HR-hmod (7.5)



116 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicosya que la apliai�on natural ∨k∈Z�kHAk −→
∏k∈Z �kHAk en este asopartiular es una equivalenia. As�� pues, el estudio de los mor�smos enHR-hmod se redue al estudio de [HA;�kHB℄HR-hmod. En el aso R = Zreordamos el resultado obtenido en el orolario 4.3.6.

Proposición 7.3.5. Para ualesquiera grupos abelianos A y B se umpleque [HA;HB℄HZ-hmod ∼= Hom(A;B)[HA;�HB℄HZ-hmod ∼= Ext(A;B)[HA;�kHB℄HZ-hmod = 0 si k 6= 0; 1:
Corolario 7.3.6. Si k 6= 0; 1, entones [HA;�kHB℄HR-hmod = 0 para ualquieranillo R y ualesquiera R-m�odulos A y B.Demostrai�on. La apliai�on que env��a la unidad de Z a la de R indueuna transformai�on naturalHZ∧− −→ HR∧− y un mor�smo de m�onadas.El resultado se dedue de la observai�on 7.1.4.
Corolario 7.3.7. No es posible estableer una equivalenia de ategor��asentre Ho(HR-mod) y HR-hmod si gd(R) > 1.Demostrai�on. Supongamos que existe una equivalenia de ategor��as en-tre Ho(HR-mod) y HR-hmod. Entones, para ualesquiera dos R-m�odulosA, B y para todo k ∈ Z, tenemos que[HA;�kHB℄HR-hmod ∼= [HA;�kHB℄HR-mod ∼= ExtkR(A;B)por el teorema 7.3.4. Pero [HA;�kHB℄HR-hmod = 0 si k 6= 0; 1, por el oro-lario 7.3.6, y esto es una ontradii�on ya que gd(R) > 1.Disutiremos ahora [HA;�kHB℄HR-hmod en los asos k = 0 y k = 1 paraualquier anillo R. La siguiente proposii�on generaliza la proposii�on 7.3.5para ualquier anillo R en el aso k = 0.
Proposición 7.3.8. Para ualquier anillo R y ualesquiera R-m�odulos A yB tenemos que [HA;HB℄HR-hmod ∼= HomR(A;B).Demostrai�on. Sea una apliai�on f : HA −→ HB. Los espetros HA yHB son HR-m�odulos ya que A y B son R-m�odulos. La apliai�on f ser�a un



7.3 Módulos homotópicos y categoŕıas derivadas 117mor�smo en la ategor��a HR-hmod si el siguiente diagrama onmuta salvohomotop��a: HR ∧HA 1∧f
//mHA

²²

HR ∧HBmHB
²²HA f // HB;donde mHA y mHB denotan las apliaiones de estrutura de HA y HBomo HR-m�odulos respetivamente. Podemos de�nir una apliai�on�: [HA;HB℄ −→ [HR ∧HA;HB℄de la siguiente manera: �(f) = f ◦mHA −mHB ◦ (1 ∧ f). De este modo,f ser�a un mor�smo en HR-hmod si y s�olo si f ∈ Ker�. Pero [HA;HB℄ ∼=Hom(A;B) y [HR ∧HA;HB℄ ∼= Hom(R ⊗ A;B). La apliai�on f ∈ Ker�si y s�olo si f(ra) = rf(a) para todo r ∈ R y a ∈ A, y esto es lo mismo quedeir que f ∈ HomR(A;B).El aso k = 1 es m�as ompliado. Aunque podemos dar una desripi�onde [HA;�HB℄HR-hmod omo el n�uleo de una apliai�on�: [HA;�HB℄ −→ [HR ∧HA;�HB℄;omo en la demostrai�on de la proposii�on 7.3.8, y [HA;�HB℄ ∼= Ext(A;B)y [HR ∧HA;�HB℄ = Ext(R⊗ A;B), en general se tiene que[HA;�HB℄HR-hmod 6∼= ExtR(A;B):Si fuese ierto que [HA;�HB℄HR-hmod ∼= ExtR(A;B) omo era de esperar,entones por la observai�on 7.1.4 y la proposii�on 7.3.5, tendr��amos siempreuna apliai�on inyetivaExtR(A;B) // // Ext(A;B)para ualquier anillo R y ualesquiera R-m�odulos A y B, y esto no es iertoen general. El siguiente resultado muestra un ontraejemplo para el anillo

Q[x℄ uya dimensi�on global es gd(Q[x℄) = gd(Q) + 1 = 1.Ejemplo 7.3.9. Sea R = Q[x℄, A = Q[x℄=(xn) y B = Q. Entones el grupoExtR(A;B) es distinto de 0 porque la suesi�on exata
Q // // Q[x℄=(xn+1) // // Q[x℄=(xn)no esinde. Si existiese una esisi�on, entones xn = 0 en Q[x℄=(xn+1), lo uales una ontradii�on. Por otro lado, Ext(A;B) = 0 omo grupos abelianos,porque Q es divisible.
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7.4. Una equivalencia de categoŕıasEn esta sei�on vamos a estudiar para qu�e anillos R hay una equivaleniaentre las ategor��as Ho(HR-mod) y HR-hmod. Ya sabemos, por el oro-lario 7.3.7, que no existe tal equivalenia si la dimensi�on global del anilloes mayor estritamente que uno. Por otro lado, tampoo todos los anillosde dimensi�on global uno van a veri�ar esta equivalenia, omo se deduedel ejemplo 7.3.9. Sin embargo, existe una equivalenia de ategor��as si elanillo R tiene dimensi�on global ero o es un subanillo de los raionales.
Teorema 7.4.1. Sea R un anillo onmutativo tal que gd(R) ≤ 1. Entoneshay una equivalenia de ategor��as entre Ho(HR-mod) y HR-hmod siy s�olo si [HA;�HB℄HR-hmod ∼= ExtR(A;B).Demostrai�on. Supongamos que [HA;�HB℄HR-hmod ∼= ExtR(A;B). Vamosa onstruir un funtor �: HR-hmod −→ D(R) que sea una equivalenia deategor��as. Ser�a su�iente on de�nir el funtor sobre los objetos de la forma�iHA, ya que dado M ∈ HR-hmod es equivalente a ∨k∈Z�kHAk, y sobrelos mor�smos de la forma f : HA −→ �kHB para k = 0 y k = 1, graiasa la igualdad (7.5). Si � es una equivalenia de ategor��as, omponiendoesta equivalenia on la del teorema 7.3.4 tendremos que Ho(HR-mod) ≃HR-hmod. Vamos a onsiderar de forma separada los asos de dimensi�onglobal ero y uno.Caso gd(R) = 0. En este aso, ExtR(A;B) = 0 y, por hip�otesis,[HA;�HB℄HR-hmod = 0. De�nimos �(�kHA) = A[k℄. De esta ma-nera, si M en HR-hmod es tal que M ≃ ∨k∈Z�kHAk, entones�(M) = ∏k∈ZAk[k℄. As�� pues, para una apliai�on f : HA −→ HBde�nimos �(f) = �0(f), la apliai�on orrespondiente entre A[0℄ yB[0℄. Ahora bien, � es un funtor �el y pleno y adem�as ada objetode D(R) pertenee a la imagen del funtor � por la observai�on 7.3.3;por tanto, es una equivalenia de ategor��as.Caso gd(R) = 1. De�nimos �(�kHA) = Pk(A) donde Pk(A) es elomplejo de adenas

· · · −→ 0 −→ Rk −→ Fk −→ 0 −→ · · ·on Fk y Rk en dimensiones k y k + 1 respetivamente, y Rk →Fk → A una resolui�on proyetiva de A. Si M ≃ ∨k∈Z�kHAk, en-tones �(M) = ∏k∈Z Pk(Ak). Una apliai�on f ∈ [HA;HB℄HR-hmod ∼=



7.4 Una equivalencia de categoŕıas 119HomR(A;B) se eleva a una apliai�on f̃ entre las resoluiones proye-tivas de A y B: RA //f̃
²²

FÃf
²²RB // FB;y de esta manera a una apliai�on del omplejo P0(A) = �(HA) alomplejo P0(B) = �(HB). De�nimos �(f) = f̃ .Del mismo modo, una apliai�on g ∈ [HA;�HB℄HR-hmod ∼= ExtR(A;B)se eleva a una apliai�on g̃ entre los omplejos P0(A) = �(HA) y

P1(B) = �(�HB): RA //g̃
²²

FARB // FBDe�nimos �(g) = g̃. El produto de Yoneda Y entre los grupos ExtkRExtiR(B;C)⊗ ExtjR(A;B) Y
−→ Exti+jR (A;C)onvierte a � en un funtor. Este funtor es �el y pleno y ada objetode D(R) est�a en la imagen de � debido a la proposii�on 7.3.2; por lotanto, es una equivalenia de ategor��as.Re��proamente, si existe una equivalenia entre la ategor��a HR-hmody la ategor��a Ho(HR-mod), entones[HA;�kHB℄HR-hmod ∼= [HA;�kHB℄HR-mod ∼= ExtkR(A;B);para todo k ∈ Z.Los uerpos y los anillos s�olidos libres de torsi�on satisfaen las ondi-iones del teorema anterior. Si R es un uerpo, y A y B son R-m�odulos,entones[HA;�HB℄HR-hmod ∼= [∨iHR;�HB℄HR-hmod ∼= ∏i [S;�HB℄ = 0:Un anillo R es s�olido si la multipliai�on indue un isomor�smo R⊗Z R ∼=R, onsiderando el produto tensorial sobre Z. Los anillos s�olidos fuerondesritos por primera vez en [BK72b℄. Si R es s�olido, entones en partiular



120 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicosR⊗ZA ∼= A donde A es un R-m�odulo ualquiera. Esto implia que uandoR es s�olido, dados dos R-m�odulos A y B, se umple queHomR(A;B) ∼= Hom(A;B); ExtR(A;B) ∼= Ext(A;B):Si R es libre de torsi�on, entones HR ∧MA ≃ H(R ⊗ A) para ualquierR-m�odulo A. Un anillo R que umpla estas dos ondiiones veri�a que[HA;�HB℄HR-hmod ∼= ExtR(A;B).
Lema 7.4.2. Si R es un anillo libre de tosi�on, s�olido y de dimensi�onglobal uno, entones R es un subanillo de los raionales.Demostrai�on. La demostrai�on se dedue a partir del teorema de lasi�-ai�on de los anillos s�olidos [BK72b℄.
Corolario 7.4.3. Si R es un uerpo o R es un subanillo de los raionales,entones existe una equivalenia de ategor��as entre Ho(HR-mod) yHR-hmod.
7.5. Localización homotópica de módulos estrictosVamos a reordar algunas de las de�niiones y propiedades de la loalizai�onhomot�opia vistas en el ap��tulo 2. Sea f : A −→ B una o�brai�on entreobjetos o�brantes en la ategor��a Sp� de espetros sim�etrios. Un espetrosim�etrio X ∈ Sp� se llama f-loal si es �brante y la �brai�on induida deonjuntos simpliialesMapSp�(B;X) −→ MapSp�(A;X)es una equivalenia d�ebil. Una apliai�on g : X −→ Y de espetros sim�etri-os es una f-equivalenia si existe una aproximai�on o�brante g̃ : X̃ −→ Ỹtal que la �brai�on induida de onjuntos simpliialesMapSp�(Ỹ ; Z) −→ MapSp�(X̃; Z)es una equivalenia d�ebil para ada espetro sim�etrio Z que sea f-loal.Una f-loalizai�on de X ∈ Sp� es una f-equivalenia lX : X −→ LfX talque LfX es f-loal. En la ategor��a homot�opia Ho(Sp�), la apliai�onde loalizai�on lX es iniial entre todas las apliaiones que van de X aespetros sim�etrios f-loales, y es terminal entre las f-equivalenias que



7.5 Localización homotópica de módulos estrictos 121tienenX omo dominio. La existenia de una f-loalizai�on, omo ya hemosvisto, est�a garantizada por el teorema 2.3.8, y es �unia salvo homotop��a.La loalizai�on on respeto a una apliai�on f : A −→ B de espetrossim�etrios es un funtor homot�opio idempotente en Ho(Sp�).Cuando trabajamos en la ategor��a homot�opia Ho(Sp�), la f-loaliza-i�on LfM de un E-m�oduloM ∈ E-hmod tiene una estrutura de E-m�oduloompatible, suponiendo que el espetro anillo E es onetivo o que el fun-tor de loalizai�on Lf onmuta on la suspensi�on (v�eanse teoremas 4.2.1y 4.2.4). Sin embargo, no sabemos en general si LfM es equivalente a unE-m�odulo estrito uando M es un E-m�odulo estrito. Si E = HR, enton-es ualquier loalizai�on de un HR-m�odulo estrito es equivalente a unHR-m�odulo homot�opio para todo anillo R on unidad, ya que todo HR-m�odulo estrito es en partiular homot�opio y por tanto esinde omo unwedge de suspensiones de espetros de Eilenberg{Ma Lane uyos gruposde homotop��a son R-m�odulos. Esto hae que el funtor an�onioHo(HR-mod) −→ HR-hmodsea esenialmente exhaustivo, es deir, que ualquier elemento deHR-hmodsea isomorfo a un elemento de la imagen del funtor. En general, para unespetro anillo E, la loalizai�on de un E-m�odulo estrito ser�a equivalentea un E-m�odulo estrito siempre que el funtorHo(E-mod) −→ E-hmodsea esenialmente exhaustivo.En el aso de loalizaiones de m�odulos homot�opios, los teoremas 4.2.1y 4.2.4 nos dien que la apliai�on de loalizai�on es una apliai�on dem�odulos homot�opios. El an�alogo para m�odulos estritos no ser�a ierto engeneral. Sin embargo, la equivalenia de ategor��as del orolario 7.4.3 nospermite demostrarlo en el aso de que E = HR, uando R es un uerpo oun subanillo de los raionales.
Teorema 7.5.1. Si M es un HR-m�odulo estrito, entones para ualquierf se umple LfM ≃ N , donde N es un HR-m�odulo estrito. Si R esun uerpo o un subanillo de Q, entones la omposii�onM lM−→ LfM ≃

−→ Nes hom�otopa a un mor�smo de HR-m�odulos estritos.



122 Categoŕıas de módulos estrictos y homotópicosDemostrai�on. Sabemos que el resultado es ierto para M en HR-hmodporque HR es un espetro onetivo. Ahora podemos utilizar la equiva-lenia de ategor��as entre HR-hmod y Ho(HR-mod) que proporiona elteorema 7.4.1.



Caṕıtulo 8

Opéradas y localizaciónLos objetos monoide en la ategor��a de espaios topol�ogios o onjuntos sim-pliiales tienen el tipo de homotop��a de espaios de lazos [BV73℄, [Sta63℄ ylos espetros anillo l�asios pueden verse omo los monoides en la ategor��ahomot�opia estable. Cada una de estas dos estruturas se onserva uandole apliamos un funtor de loalizai�on. En [Far96℄, Farjoun demuestra quetoda loalizai�on de un H-espaio vuelve a ser un H-espaio, y que todaloalizai�on de un espaio de lazos es un espaio de lazos. Mientras queel primer resultado se demuestra utilizando �uniamente la propiedad de laloalizai�on de onmutar on produtos �nitos, el segundo es m�as ompli-ado de probar. En [Bou96℄, Bous�eld da otro argumento alternativo paraesta demostrai�on.En la ategor��a de homotop��a estable, hemos visto en el ap��tulo 4 quelos funtores de loalizai�on onservan las estruturas de espetro anillo enla ategor��a homot�opia, bajo iertas hip�otesis de onetividad o uandoel funtor de loalizai�on onmuta on la suspensi�on (v�eanse teoremas 4.2.1y 4.2.4). Las nuevas ategor��as de modelos para la homotop��a estable, do-tadas de un produto smash estritamente asoiativo y onmutativo, o-mo la ategor��a de los espetros sim�etrios [HSS00℄ o la de los S-m�odulos[EKMM97℄, permiten de�nir espetros anillo estritos. En este ap��tulo,probaremos que los espetros anillo estritos se onservan por funtores deloalizai�on, bajo las mismas hip�otesis anteriores.Los espetros anillo estritos, que son los monoides en una ategor��a demodelos para la homotop��a estable, pueden verse omo �algebras sobre laop�eradaAss, que se de�ne omoAss(n) = S[�n℄, donde S es la unidad de laategor��a monoidal y la ai�on de �n sobre ada Ass(n) es por omposii�on.



124 Opéradas y localizaciónEs posible dotar a la ategor��a de op�eradas en onjuntos simpliiales deuna estrutura de ategor��a de modelos [BM03℄. Si A∞ es una resolui�ono�brante de Ass, entones los espaios A∞ son espaios del mismo tipo dehomotop��a que un espaio de lazos y los espetros A∞, tambi�en llamadosespetros anillo A∞, son espetros homot�opiamente equivalentes a unespetro anillo estrito. En [EKMM97℄ se demuestra on otros m�etodosque las loalizaiones homol�ogias onservan los espetros anillo A∞.Motivados por la de�nii�on de estas estruturas omo �algebras sobreop�eradas, en este ap��tulo probaremos un resultado m�as general. Conside-raremos loalizaiones homot�opias en una ategor��a de modelos simpliialmonoidal. Al ser la ategor��a simpliial, tiene sentido hablar de aionesde op�eradas simpliiales y de �algebras sobre estas op�eradas. Veremos quelos funtores de loalizai�on homot�opios onservan �algebras sobre op�eradaso�brantes de onjuntos simpliiales uando la apliai�on naturalMap((LX)⊙n; LX) −→ Map(X⊙n; LX)es una �brai�on trivial de onjuntos simpliiales para todo n, donde L esel funtor de loalizai�on y ⊙ es el produto de la ategor��a monoidal. Estees el aso de la ategor��a de onjuntos simpliiales (en uyo aso ⊙ = ×) ytambi�en de la ategor��a de espetros sim�etrios (en uyo aso ⊙ = ∧). Parala ategor��a de onjuntos simpliiales, obtenemos una nueva demostrai�onde que las loalizaiones homot�opias onservan espaios de lazos, y en elaso de la ategor��a de espetros sim�etrios, obtenemos que los funtores deloalizai�on onservan espetros anillo (estritos) bajo iertas ondiionesde onetividad o onmutatividad on la suspensi�on. Estas ondiiones sonneesarias, ya que omo hemos visto en el ejemplo 4.2.3, la sei�on dePostnikov de nivel ero del espetro anillo K(n) de la teor��a K de Moravano es un espetro anillo.
8.1. Categoŕıas de modelos de opéradasSea C una ategor��a monoidal sim�etria y errada on unidad S y produto
⊗ (v�ease de�nii�on 1.4.2). La ategor��a de oleiones de objetos de C, quedenotaremos por Coll(C) es la ategor��a uyos objetos son O = {O(n)}n≥0,donde ada O(n) es un objeto de C on una ai�on del grupo sim�etrio �n.Tambi�en puede verse Coll(C) omo la ategor��a produto ∏n≥0 C�n , donde
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C�n es la ategor��a formada por los mismos objetos de C dotados on unaai�on de �n.
Definición 8.1.1. Una op�erada O en C es un elemento de Coll(C) junto onuna unidad S −→ O(1) y una familia de apliaiones de estrutura, tambi�enllamadas produtos de omposii�onk;n1;:::;nk : O(k)⊗ O(n1)⊗ · · · ⊗ O(nk) −→ O(n1 + · · ·+ nk);que son ompatibles on la unidad, la ai�on de �n y umplen iertasondiiones unitarias, de equivarianza y de asoiatividad (v�eanse [May97a℄,[May97b℄, [MSS02℄).Un mor�smo de op�eradas O −→ O′ es un onjunto de mor�smos
O(n) −→ O′(n) para ada n ≥ 0, ompatibles on los produtos de ompo-sii�on y las unidades de O y O′ y la ai�on de �n. Las op�eradas junto on losmor�smos de op�eradas forman una ategor��a. Denotaremos por Oper(C) laategor��a de op�eradas sobre C.Si en las de�niiones anteriores olvidamos la ai�on de �n y las ondi-iones de equivarianza, tenemos el onepto de op�erada sin ai�on.Ejemplo 8.1.2. La op�erada Com se de�ne omo Com(n) = S para todon ≥ 0. La ai�on de �n en Com(n) es trivial, la unidad es la identidad y losprodutos de omposii�on para esta op�erada son isomor�smos an�onios.Ejemplo 8.1.3. La op�erada Ass se de�ne omo Ass(n) = S[�n℄, el opro-duto de una opia de S por ada elemento del grupo sim�etrio �n. Laai�on de �n en Ass(n) es por omposii�on, la unidad es la identidad y losprodutos de omposii�on se de�nen por permutai�on.Ejemplo 8.1.4. Dado un objetoX de C, la op�erada de endomor�smos EndXse de�ne omo EndX(n) = Hom(X⊗n; X), donde X⊗n = X⊗

n)
· · · ⊗X,X⊗0 = S y Hom(−;−) es el Hom interno de la ategor��a monoidal, sim�etriay errada C. La unidad de la op�erada es la induida por la identidad en X.La ai�on de �n sobre EndX(n) se de�ne por omposii�on on la ai�on de�n en X⊗n, induida por la estrutura monoidal de C. Los produtos deomposii�onk;n1;:::;nk : EndX(k)⊗EndX(n1)⊗ · · · ⊗EndX(nk) −→ EndX(n1+ · · ·+nk)se de�nen omok;n1;:::;nk(�; �1; : : : ; �k) = � ◦ (�1 ⊗ · · · ⊗ �k):



126 Opéradas y localizaciónSi la ategor��a C sobre la que estamos de�niendo las op�eradas adem�as,de ser monoidal, sim�etria y errada, tiene una estrutura de ategor��ade modelos que satisfae el axioma del produto-pushout, diremos que Ces una ategor��a de modelos monoidal. El axioma del produto-pushoutnos die que si f : X −→ Y y g : U −→ V son o�braiones, entones elproduto-pushout de f y g, es deir, la apliai�onX ⊗ V ∐X⊗U Y ⊗ U −→ Y ⊗ V (8.1)es una o�brai�on, que es trivial si f o g lo son. Cuando C es una ategor��ade modelos monoidal, Berger y Moerdijk [BM03, x3℄ dotan a la ategor��aColl(C) de una estrutura de ategor��a de modelos, y proporionan ondi-iones bajo las uales la ategor��a Oper(C) tiene estrutura de ategor��a demodelos, que adem�as es o�brantemente generada uando C lo es. En estaestrutura de modelos, las equivalenias d�ebiles y las �braiones se de�nena ada nivel. Un mor�smo de op�eradas O −→ O′ es una equivalenia d�ebil(�brai�on) si las apliaiones
O(n) −→ O′(n)son equivalenias d�ebiles (�braiones) para todo n. Las o�braiones se de-�nen de la manera usual a partir de las �braiones y equivalenias d�ebiles,utilizando las propiedades de elevai�on. Dada una op�erada O, un reem-plazamiento o�brante de O es una op�erada o�brante Ô junto on unaapliai�on de op�eradas Ô −→ O que es una equivalenia d�ebil.

Definición 8.1.5. Una op�erada O de Oper(C) se die �-o�brante si U(O) eso�brante en Coll(C), donde U : Oper(C) −→ Coll(C) es el funtor olvido.Todas las op�eradas o�brantes son �-o�brantes [BM03, proposii�on 4.3℄.La ategor��a de onjuntos simpliiales sSets es una ategor��a de modelosmonoidal que satisfae las ondiiones de [BM03, teorema 3.2℄; por lo tan-to, Oper(sSets) es una ategor��a de modelos. Otros ejemplos de ategor��asuyas ategor��as de op�eradas son ategor��as de modelos son la ategor��a deespaios topol�ogios ompatamente generados o la ategor��a de Ch(R) deomplejos de adenas de R-m�odulos, donde R es un anillo on unidad.
8.2. Álgebras sobre opéradasSea C una ategor��a monoidal sim�etria y errada.
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Definición 8.2.1. Dada una op�erada O en C, un �algebra sobre O es un objetoA de C junto on un mor�smo de op�eradas
O −→ EndAdonde EndA es la op�erada de endomor�smos de�nida en el ejemplo 8.1.4.Una estrutura de �algebra sobre O en A, se puede de�nir tambi�en omoun onjunto de apliaiones de estrutura

O(n) ⊗ A⊗n −→ A para todo n ≥ 0;que veri�a iertas ondiiones unitarias, de equivarianza y asoiatividad[May97a℄, [May97b℄, [MSS02℄. Las ondiiones de equivarianza pueden o-di�arse de la siguiente manera. La biyei�on
C(O(n);Hom(A⊗n; A)) ∼= C(O(n) ⊗ A⊗n; A);dada por (1.1) onserva la equivarianza. Si la ategor��a C tiene ol��mites�nitos, podemos de�nir el produto de O(n) y A⊗n sobre �n omo unoeualizador, del siguiente modo:

O(n)⊗�n A⊗n = oeq �∈�n{�−1 ⊗ � : O(n)⊗ A⊗n −→ O(n) ⊗ A⊗n}:En estos t�erminos, una estrutura de �algebra sobre O en A es una familiade mor�smos ompatibles en C,
O(n) ⊗�n A⊗n −→ A:

Definición 8.2.2. Si A y B son dos �algebras sobre O, un mor�smo de �algebrassobre O entre A y B es una apliai�on f : A −→ B tal que el siguientediagrama onmuta para todo n ≥ 0:
O(n) ⊗�n A⊗n //1⊗�nf⊗n

²²

Af
²²

O(n) ⊗�n B⊗n // B:Denotaremos por AlgO la ategor��a de �algebras sobre O.Ejemplo 8.2.3. Las �algebras sobre la op�erada Ass son los monoides en laategor��a C [May97b, ejemplo 1.1℄. Las �algebras sobre Com orresponden alos monoides onmutativos en C. Si onsideramos Com omo una op�eradasin ai�on, entones las �algebras sobre ella vuelven a ser los monoides en C[May97b, ejemplo 1.2℄.



128 Opéradas y localizaciónA partir de ahora nos entraremos en la ategor��a Oper(sSets) y todaslas op�eradas que utilizaremos ser�an op�eradas simpliiales. En esta ategor��a,las op�eradas tienen la propiedad de que la ategor��a de �algebras sobre unaop�erada o�brante O tiene estrutura de ategor��a de modelos. Esta estru-tura de modelos se obtiene a partir de la estrutura de modelos de sSetsmediante la adjuni�on FO : sSets ⇄ AlgO : U;donde U es el funtor olvido y FO es el funtor libre de�nido omoFO(A) = ∐n≥0O(n)⊗�n A⊗n:En una ategor��a de op�eradas ualquiera Oper(C), las op�eradas on estapropiedad se llaman op�eradas admisibles. En las ategor��as de op�eradasen onjuntos simpliiales, espaios topol�ogios ompatamente generadoso omplejos de adenas de R-m�odulos, todas las op�eradas o�brantes sonadmisibles [BM03, observai�on 4.2℄.El siguiente teorema [BM03, teorema 4.4℄ muestra que las equivaleniasd�ebiles entre op�eradas o�brantes proporionan ategor��a de modelos equi-valentes.
Teorema 8.2.4. Dado un mor�smo de op�eradas O −→ O′ que sea unaequivalenia d�ebil y donde O y O′ sean op�eradas �-o�brantes, la ad-juni�on dada por el ambio de base:'! : AlgO ⇄ AlgO′ : '∗es una equivalenia de Quillen entre las ategor��as de modelos de �alge-bras sobre O y �algebras sobre O′.Dada una op�erada O en Oper(sSets), de�nimos la op�erada O∞ omouna resolui�on �-o�brante de O, es deir O∞ es �-o�brante y tenemosun mor�smo de op�eradas O∞ −→ O que es una �brai�on trivial.
Definición 8.2.5. Sea O una op�erada en Oper(sSets). De�nimos la ategor��ade �algebras homot�opias sobre O omo la ategor��a de �algebras sobre O′,donde O′ es un reemplazamiento o�brante de O.



8.3 Localización de álgebras sobre opéradas 129El teorema 8.2.4 implia que, dada una op�erada O en Oper(sSets),la ategor��a de �algebras sobre O∞ es equivalente en el sentido de Quillena la ategor��a de �algebras homot�opias sobre O. En efeto, sea Ô −→ Oun reemplazamiento o�brante de O. Como la apliai�on O∞ −→ O esuna �brai�on trivial, indue una equivalenia d�ebil Ô −→ O∞, ya que Ôes o�brante. Como Ô es �-o�brante (porque es o�brante), apliando elteorema 8.2.4 obtenemos que la ategor��a de �algebras sobre Ô es equivalenteen el sentido de Quillen a la ategor��a de �algebras sobre O∞.Ejemplo 8.2.6. Sea O = Ass en Oper(sSets). Esta op�erada es �-o�brante[BM03, observai�on 4.6℄. La op�erada A∞ se de�ne omo una resolui�on�-o�brante de Ass. En la ategor��a de onjuntos simpliiales, las �algebrassobre A∞ son espaios on el mismo tipo de homotop��a que un espaiode lazos, por lo tanto, ualquier espaio de lazos se puede `reti�ar' a unmonoide, es deir, todo espaio A∞ es del mismo tipo de homotop��a queun monoide [BV73℄, [Sta63℄.
8.3. Localización de álgebras sobre opéradasSea S una ategor��a de modelos simpliial (v�ease de�nii�on 2.1.6) on unaestrutura monoidal ompatible uyo produto denotaremos on ⊙, quesatisfae el axioma del produto-pushout (8.1). Denotaremos de la formausual Map(X;Y ) el onjunto simpliial de apliaiones de X a Y en S.Reordamos la de�nii�on de loalizai�on homot�opia dada en la sei�on2.3:
Definición 8.3.1. Una loalizai�on homot�opia es un funtor L : S −→ S jun-to on una transformai�on natural l : Id −→ L que onserva equivaleniasd�ebiles, toma valores �brantes y la apliai�on lX : X −→ LX es una o�-brai�on tal que para ada X que sea o�brante y ada Y , el mor�smoMap(LX;LY ) −→ Map(X;LY )induido por lX es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales.Como hemos visto en el teorema 2.3.8, toda apliai�on f en una ate-gor��a de modelos simpliial o�brantemente generada, propia por la izquier-da y loalmente presentable da lugar a un funtor de loalizai�on homot�opia



130 Opéradas y localizaciónLf . Este es el aso, por ejemplo, de la ategor��a de onjuntos simpliiales(en la ual ⊙ = ×) o la ategor��a de espetros sim�etrios (en la ual ⊙ = ∧).Dada una ategor��a de op�eradas Oper(C) sobre una ategor��a monoidalsim�etria y errada C, hemos onsiderado las �algebras sobre estas op�era-das omo objetos de C. Ahora bien, toda ategor��a de modelos simpliial
S est�a enriqueida sobre onjuntos simpliiales; por tanto, si trabajamoson la ategor��a Oper(sSets), tiene sentido hablar de aiones de op�eradassimpliiales y de �algebras sobre op�eradas de Oper(sSets) en la ategor��a S.As��, si O ∈ Oper(sSets), un �algebra sobre O en S es un objeto X de S juntoon un mor�smo de op�eradas

O −→ EndXdonde EndX es la op�erada de endomor�smos de�nida omoEndX(n) = Map(X⊙n; X) para todo n ≥ 0;on los produtos de omposii�on y la ai�on de �n de�nidos an�alogamenteal ejemplo 8.1.4. En este aso, X⊙n = X⊙ (n: : : ⊙X y X0 = S es la unidadde la estrutura monoidal de S. Observar que aunque las op�eradas sonop�eradas de onjuntos simpliiales, las �algebras sobre estas op�eradas sonobjetos de S.Utilizando la biyei�on (2.1) propia de la ategor��a de modelos simpli-ial S

S(O(n) ⊗X⊙n; X) ∼= sSets(O(n);Map(X⊙n; X));podemos ver que una estrutura de �algebra sobre O en X puede de�nirsemediante una familia de mor�smos en S de la forma
O(n) ⊗ A⊙n −→ Apara ada n ≥ 0.

Teorema 8.3.2. Sea O una op�erada o�brante en onjuntos simpliiales ysea S una ategor��a de modelos simpliial y monoidal. Sea L un funtorde loalizai�on homot�opia en S. Supongamos que X es un objeto o-�brante de S y adem�as un �algebra sobre O, y que la apliai�on naturalMap((LX)⊙n; LX) −→ Map(X⊙n; LX)es una equivalenia d�ebil de onjuntos simpliiales para todo n. Enton-es LX es un �algebra sobre O y la apliai�on de loalizai�on l : X → LXes un mor�smo de �algebras sobre O.



8.4 Aplicaciones 131Demostrai�on. Sea Arr(S) la ategor��a de ehas de S. Los objetos de
Arr(S) son las apliaiones entre objetos de S y los mor�smos entre dosapliaiones son uadrados onmutativos. La ategor��a Arr(S) es una ate-gor��a simpliial ya que S lo es. Sea l : X −→ LX la apliai�on de loaliza-i�on y onsideremos la op�erada de endomor�smos Endl de l en la ategor��a
Arr(S). Esta op�erada viene de�nida en ada n por el siguiente pullbak :Endl(n) //

²²

EndLX(n)
²²EndX(n) (lX )∗ // Map(X⊙n; LX):Como la apliai�on l : X −→ LX es una o�brai�on por hip�otesis, el axiomadel produto-pushout en S nos die que el produtol⊙n : X⊙n −→ (LX)⊙ntambi�en es una o�brai�on y, de este modo, la apliai�on vertial derehaMap((LX)⊙n; LX) −→ Map(X⊙n; LX)es una �brai�on trivial. Ahora bien, en el diagramaEndl�

²²

O //

<<EndXel mor�smo � induido por el pullbak anterior es una �brai�on trivial deop�eradas, porque es el pullbak de una �brai�on trivial para ada n. Como
O es o�brante, existe una elevai�on O −→ Endl, que omponiendo on laapliai�on Endl −→ EndLX que tambi�en da el pullbak, implia que LX esun �algebra sobre O. La existenia de la elevai�on O −→ Endl implia que les un mor�smo de �algebras sobre O.
8.4. AplicacionesConsideremos la op�erada Ass en la ategor��a Oper(sSets) y las �algebrassobre esta op�erada en la ategor��a de onjuntos simpliiales y en la ategor��ade espetros sim�etrios.
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Conjuntos simpliciales y espacios de lazosEn la ategor��a de onjuntos simpliiales, las �algebras sobre Ass son losmonoides estritos en la ategor��a de onjuntos simpliiales. La op�eradaA∞ se de�ne omo una resolui�on �-o�brante de Ass. Las �algebras sobreA∞ son onjuntos simpliiales del mismo tipo de homotop��a de espaiosde lazos (ver ejemplo 8.2.6). La op�erada A∞ es o�brante y la ategor��ade onjuntos simpliiales umple las hip�otesis del teorema 8.3.2, ya que elfuntor de loalizai�on onmuta on produtos �nitos en esta ategor��a. Porlo tanto, la loalizai�on homot�opia de un espaio de lazos es homot�opia-mente equivalente a un espaio de lazos y la apliai�on de loalizai�on esuna apliai�on de espaios de lazos. Este heho fue demostrado on m�etodosdiferentes por Bous�eld en [Bou96℄ y por Farjoun en [Far96, 3.A.3℄.
Espectros simétricos y espectros anilloSea ahora S la ategor��a de espetros sim�etrios. Igual que antes, sea A∞una resolui�on �-o�brante de la op�erada Ass. Las �algebras sobre Ass enesta ategor��a son los espetros anillo (estritos); por tanto, las �algebras so-bre A∞ son espetros sim�etrios homot�opiamente equivalentes a espetrosanillo. Dado un espetro anillo X, la apliai�onX ∧ : : : ∧X −→ LX ∧ : : : ∧ LX;que es una o�brai�on graias al axioma del produto-pushout, indue unaequivalenia d�ebil de onjuntos simpliialesMap(LX ∧ : : : ∧ LX;LX) ≃ Map(X ∧ : : : ∧X;LX)uando el funtor L onmuta on la suspensi�on o uandoX y LX son ambosonetivos (ver teoremas 4.2.1 y 4.2.4). El teorema 8.3.2 nos die que enestos asos la loalizai�on homot�opia de un espetro anillo (estrito) eshomot�opiamente equivalente a un espetro anillo (estrito). La ondii�onde onetividad es neesaria, ya que, omo hemos visto en el ejemplo 4.2.3,la sei�on de Postnikov de nivel ero del espetro anillo K(n) de la n-�esimateor��a K de Morava no es un espetro anillo, ni siquiera un espetro anillohomot�opio.
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