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Una mica d’historia

Philip Anderson:
@ Nascut el 1923

@ Moltes contribucions
— en condensed matter physics

Contribueix al mecanisme de Higgs
Pemi Nobel el 1977

Encara Professor a Princeton

Un dels descobriments d'Anderson:
Per particules en un medi desordonat
— Comportament localitzat en lloc de difusié.
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Equacioé considerada

Equacio:
Equacié de la calor en RY:

1 .
0tut,x = EAut,X + U x Wt,x> (1)

amb
e t>0,xeRY
o W soroll gaussia general, amb covariancia espai-temps.

e Diferencial u;y W, «: Stratonovich o Skorohod.
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Motivation 1: Resolucié de SPDEs

Equacié més general:
Opup x = Lug 5 + G(urx) + F(uex) Wt,xy

amb
@ operador el.liptic general L
o Coeficient polinomial G

o Coeficient regular i afitat F
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Resolucié de SPDEs (2)

Resolucid, Brownia W':
@ Peszat-Zabczyk
e Dalang

Resolucid, cas rough paths:
@ Caruana-Friz-Oberhauser
o Lejay, Gubinelli-T, Gubinelli-T, Deya-Gubinelli-T

@ Hairer

Temes relacionats:
e Equacié KPZ (Gubinelli-Perkowski, Hairer, Zambotti)
e Filtratge, equacions backward, control estocastic (Friz et al.)

Pregunta:
Es pot dir més de u en el cas simple bilineal u; , W; .7
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Motivacié 2: Homogenitzacio

Problem: Regim asimptotic per

1

& &€ —
Orl; , = 2Aut7x + e Pu, . Ve s,

amb V camp aleatori estacionari.

Relaci6 amb SPDEs:
@ Existeixen valors de o, 3, V tal que v — u.
@ Analisi via formula de Feynman-Kac .
@ Veure Iftimie-Pardoux-Piatnitski, Bal-Gu.

Fenomen:

@ EDPs oscil.lants que convergeixen cap a una EDPS.
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Motivacié 3: Intermitencia
Equacié: Orue x = %Autyx + AU x Wt,x
Fenomen: La solucié u concentra la seva energia en pics alts.

Caracteritzacio: pels moments
— Definicié possible d'intermiténcia: per tot k; > k, >1

£ [l ]
lim ———— =
t—oo El/ke [‘Ut,x|k2]

Resultats:
@ Soroll blanc en temps: Khoshnevisan, Foondun, Conus, Joseph
@ Soroll fraccionari en temps: Balan-Conus

@ Analisi via férmula de Feynman-Kac
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Intermiteéncia: il.lustracié (Daniel Conus)
Simulacié: per A=0.1, 0.5, 1i 2.

£

S

. A

c

%

w v

Samy T. (Nancy) Barcelona 2015 11 /32



Motivacié 4: Polimers

Mesura de Wiener independent:
Brownia d-dimensional B*, mesura de Wiener Pg.

Hamiltonia per t > 0: —H,(B*) = J; W(ds, BY).

Mesura de Gibbs: per g > 0,
e~ BH:(BY)
dG}(B) = ——— dPg.

Ut,x

Estudis en el cas continu:
Rovira-T, Lacoin, Alberts-Khanin-Quastel.

Equivalent d'intermiténcia: Localitzacié.
— Veure Carmona-Hu, Konig-Lacoin-Moérters-Sidorova
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Localitzacio: il.lustracio 1

Figure : Distribucié del passeig aleatori simple
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Localitzacio: il.lustracio 2

Figure : Distribuci6 del polimer (desordre fort)
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Motivacid: resum

[ Homogenization ]
Pathwise PDEs

[ Polymers ](—atu = %Au +u W—)[ KPZ ]

[ Intermittency ] ( )
N Local times
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Objectiu

Equacié:
Equacié de la calor en R¥:

1 .
atut,x = EAut,x + Ut x Wt,x-

Resultats principals: per un soroll gaussia general:
@ Resolucié per equacions de tipus Skorohod i Stratonovich.
@ Representacié de Feynman-Kac.
@ Relacions entre solucié de Feyman-Kac i trajectorial.

@ Estimacions d'intermitencia.
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Descripcié del soroll

El soroll com a distribuci6 aleatoria:
o W= {W(p); p € H} familia gaussiana centrada
o E[W(p) W(B)] = (o, )n amb:

(ot = [, elsx)elty) 2 (s = ) Ax — y) dx dy ds de

- /R R Fo(s, &) Fuo(t, &) v(s — t) u(d€) ds dt,

@ v, N funcions positives definides

@ [ mesura temperada

Remark: Hipotesis classiques (Peszat-Zabczyk, Dalang).
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Exemples tipics de soroll

Covariancia | Singularitat en 0 | TF: sing. al co | Irregularitat
y(t) |t|=# Not used B=P/2
_ d _
Ax) M| e 8 < oo | B2

Samy T. (Nancy)

Model d'Anderson parabolic

Barcelona 2015

20 / 32



Outline

© Resultats principals

@ Métode probabilista

Samy T. (Nancy)

Model d'Anderson parabolic



Equacié de Stratonovich
Hipotesi sobre ~v: La funci6 v satisfa

0<A(t) < Gylt|™”, amb S e (0,1).

Hipotesi sobre pi: Suposem la condicié d'integrabilitat

p(d¢)
o T g <

Exemple: Nucli de Riesz en espai,
o A(x)=|x|".
e 0<n<2—-24.
0 0 <~(t) < Cylt]7.
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Solucié de Feynman-Kac

—~ Theorem 1. N

Suposem:

e Hipotesis previes sobre v i p, i ug € Cp(RY).
Per un Brownia B independent de W, posem

/ / do(B W (dr,dy), UEX = Eg [Uo(Bf) evtﬁx}

Llavors uf definit, solucié de

= p:lg X)—l—/ / Pt— s usy W(ds, dy),

interpretat en el sentit de Malliavin - Stratonovich.

\

Proof:
— Integrabilitat exponencial de V..
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Estimacions de moments

—~ Theorem 2. \

Suposem:
o olt|? < (1) < Gole| .
o ¢lx|7" < A(x) < Gx|T™

Llavors, quans esta definit, uf satisfa:

7E7 —
exp (sz 2= k2 ") <E [uﬁx] < exp <C2 t422nnkgz>-

Remarks: (i) Aquest resulta implica intermiténcia.
(ii) Extensions: altres casos de A com dg, cas de soroll en espai.
(iii) Demostracié: representacié de Feynman-Kac, boles petites.
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Equacié de Skorohod

Equacié de tipus Skorohod:

_thO +// pts )UsyOWsdedy

Resultats:
@ Existencia-unicitat, menys condicions sobre 1 i 7.
@ Feynman-Kac pels moments.

@ Estimacions d'intermiténcia.
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Solucié trajectorial per PAM

—~ Theorem 3.

Suposem que W té covariancia definida per v i A i:

p(d¢)
fo Tr R <

Considerem |'equacié:

2
interpretada en el sentit de Young. Llavors:
e Eq. (2) té una dnica soluci6 en Cg([O, T]; Bi_p).

@ Bi_p és un espai de Besov amb pesos a R¢.

e La solucié dnica de (2) és uf.

\

1 .
atut,x = *Aut,x + Ug x Wt,X7 (2)

J
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Funcional de Feynman-Kac

,—[Proposition 4.] \
Suposem que v i p satisfan (amb € (0, 1)):
-8 ,u(df)
0<(t) < Golt| %, i /Rd—1+|g|2—2ﬂ < 0
Posem:
/ / 5o(B. — y)W(dr, dy),

Llavors pertot A€ Ri T > 0:

sup  Efexp (A Vix)] < 0.
te[0,T], xeRY
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Demostracidé 1: Calculs Gaussians

Pas Gaussia facil: condicionalment a B, V;  és Gaussia. Doncs

E fexp (A Ve )] = Es [exp (% v)] |

on
Y =2 v(r — s)N(B, — Bs)drds .

0<r<s<t
Objectiu:

Control singularitats en r — s pels moments de Y.

Métode:

Inspirat per la renormalitzacié del temps local d'interseccié de Le Gall.
— Particié del simplex 0 < r <s < 't.
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Demostracié 2: Particié de Le Gall

7t/8e
3t/4e
5t/8¢
t/2¢
3t/8e
t/4e
t/8¢

Resultat: Particié {An,x; n>1,k=1,...,2"1} del simplex
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Demostracié 2: Particidé de Le Gall

7t/8e
3t/4e A1
5t/8¢
t/2
3t/8e
t/4e
t/8¢

Resultat: Particié {An,x; n>1,k=1,...,2"1} del simplex
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Demostracié 2: Particidé de Le Gall

7t/8¢
3t/44
5t/84¢

Az

t/2
3t/8¢

t/4
t/84

Resultat: Particié {An,x; n>1,k=1,...,2"1} del simplex
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Demostracié 2: Particié de Le Gall

7t/8¢
3t/44
5t/84¢

t/2

Az

Az

3t/8¢

t/4

t/8

Resultat: Particié {An,x; n>1,k=1,...,2"1} del simplex
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Demostracié 3: treure singularitats
Familia de variables aleatories: posem

ank—/ (r — s)A(B, — Bs)dr ds.

Relacié amb Y: Tenim
n—1
° YZZiozlzi 1 9n,k
@ Per n fixat
< Variables aleatories {a,s; k =1,...,2"71} sén independents.

o Identitat en llei: per 2 brownians independents B, B,

k(i)/F/ﬁy(r+5)/\(Br+és)dsdr
o Jo

Per tant (r — s)~! — singularitat més maca (r +s)~".

@ Resta de la demostracié: calculs integrals amb p, v, A.
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