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Abstract

Curso de doctorado sobre Andlisis Multivariante y Regresién basados
en el concepto y propiedades de las distancias.
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Capitulo 1

Distancias, similaridades y
aplicaciones

1.1 Introduccién

Muchos métodos de estadistica y andlisis de datos utilizan el concepto ge-
ométrico de distancia entre individuos, entre poblaciones, y de un individuo
a una poblacién. Esto es especialmente cierto en técnicas de representacién de
datos (anélisis de correspondencias, andlisis de coordenadas principales, an4lisis
de proximidades), donde la distancia, entendida como medida de diferenciacién
entre objetos, constituye la base fundamental de la presentacién de los resulta-
dos.

Las distancias, aparecen también en muchos otros aspectos de la estadistica:
contraste de hipdtesis, estimacion, regresién, andlisis discriminante, etc. En
este curso aprenderemos céomo utilizar metodologia basada en distancias para
abordar estas partes de la estadistica.

1.2 Distancias
Una distancia § sobre un conjunto (finito o no) 2 es una aplicacién que a

cada par de individuos (w;,w;) € £ x Q, le hace corresponder un nimero real
6(w;, w;) = 8;5, que cumple con las siguientes propiedades bésicas:

P.1. 6, >0
P.3. 61-]- = 63’1’

Cuando, ademds, se cumple la desigualdad triangular

P4. 5¢j < i+ (5;€j
diremos que la distancia es métrica.

Si © es un conjunto finito, que indicaremos por Q = {wi,ws,...,wy}, las
distancias 6;; se expresan mediante la matriz simétrica A, llamada matriz de

5



6 CAPITULO 1. DISTANCIAS, SIMILARIDADES Y APLICACIONES

distancias sobre :

A 621 boa ... ban 6 =0, 51’]’ = (5]‘2‘
5711 57L2 cee 677,’!1

Se llama preordenacion de ) asociada a A, a la ordenacién de menor a
mayor de los m =n x (n — 1)/2 pares de distancias no nulas:
1)

1 <..<é

iljl § Z-2.7.2 — = Vi jms

es decir, la ordenacion de los pares (w;,w;) de §2, de acuerdo con su proximidad.
Ejercicio 1.1 La matriz de distancias genéticas entre los géneros humano (H),
chimpancé (Ch), gorila (Go), orangutan (O) y gibon (Gi) es:

H Ch Go 0 Gi
H 0 0094 0111 0.180 0.207

Ch 0 0.115 0.194 0.218
Go 0 0.188 0.288
0 0 0.216
Gi 0

Cada distancia mide el nimero de sustituciones nucledtidas en el DNA mito-
condrial. Verifica si se cumple la propiedad métrica y escribe la preordenacion
asociada.

Una matriz de distancias A puede ser transformada de diversos modos. Por
ejemplo:

[ 0 i=j
5ij_{ bt 17 (1.1)

La transformacién (1.1), que consiste en sumar una constante fuera de la diag-

onal de A, se llama aditiva. Otra transformacion es:

~2 0 i=j
8ij _{ Sitc i (1.2)
que afecta al cuadrado de la distancia y la que llamaremos g-aditiva. Las
transformaciones (1.1) y (1.2) son utiles para conseguir que la nueva distancia
cumpla propiedades que la distancia original no posee, pero conservando la
preordenacion, es decir, las relaciones de proximidad entre los individuos.

Ejercicio 1.2 Sea A = (6;;)una matriz de distancias n x n sobre un conjunto
finito Q.
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1. Demuestra que las transformaciones (1.1) y (1.2) conservan la preorde-
nacion de €.

2. Suponiendo que A mno es métrica, prueba que la transformacion aditiva
tomando
c¢=max{6;; — 6i — O} para cada i,j, k € Q

convierte A en A* = (62}) que st posee la propiedad métrica.

1.3 Similaridades en general

En muchas aplicaciones es conveniente trabajar con similaridades, concepto dual
al de distancias. Una similaridad s en un conjunto €2, es una aplicaciéon que
asigna a cada par (w;,w;) €  x ©Q un nimero real s;; = s (i, j) , que cumple:
S.1. 0 S Sij S Sii = 1.
S.2. Sij = Sji-
Cuando ) es un conjunto finito, entonces la matriz

S11 S12 S1in
S — S21 S99 San
Snil Sn2 e Shn

se denomina matriz de similaridades sobre 2.

Es inmediato pasar de similaridad a distancia y reciprocamente. Las dos
transformaciones bésicas son:

(Sij =1- Sij (13)

52‘]‘ = v/ 1-— Sij (14)

En general, una matriz de similaridades puede tener en su diagonal elementos
s # 1. La transformacién que nos permite pasar de similaridad a distancia es

entonces:
6z'j = /Sii + 855 — QSU (15)

Por diversas razones, que justificaremos mds adelante, (1.4) es preferible a
(1.3). En general, (1.5) es la transformacién més apropiada (ver Ejercicio 1.9).

1.4 Distancias para variables cuantitativas

Supongamos ahora que cada individuo de €2 puede ser representado por un punto
x = (x1,%2,...,p) € RP. Algunas distancias especialmente interesantes entre
dos puntos x,y €RP, son:

a) la distancia Euclidea,
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(1.6)

b) la distancia “ciudad”

dl (Xv Y) = Z |xi - yz| ) (17)

¢

¢) la distancia “valor absoluto”

(1.8)

Cuando €2 se puede asimilar a una poblacién normal multivariante N, (g, 33),
con 3 no singular, la distancia estadistica (al cuadrado) més apropiada es

diy (x,y) = (x—y)' =7 (x~y) (1.9)

llamada distancia de Mahalanobis. Naturalmente, esta distancia puede ser
definida en poblaciones (u,X), es decir, con vector de medias p y matriz de
covariancias 3, sin necesidad de asumir normalidad. Véase (1.20).

Ejercicio 1.3 Comprueba que la distancia dg puede ser escrita como

dp (x,y)=(x—y) (x—y)

de manera que dg es un caso particular de dy;. FEspecifica la matriz de covari-
anzas 2.

Ejercicio 1.4 Sean N, (i, %), N, (i, X) dos poblaciones normales multivari-
antes. El discriminador lineal de Fisher, para asignar x € RP a una de las dos
poblaciones es

L(x)= {X - % (b + ug)]lz‘l (11— p22)

Ezpresa L(x) como la diferencia entre las distancias de Mahalanobis de x a puq
yapy.

1.5 Similaridades y distancias con variables bi-
narias
Supongamos que tenemos p variables binarias X, X», ... X, donde cada X; toma

los valores 0 6 1 segin la presencia de una cierta caracteristica. Son bien conoci-
dos los siguientes coeficientes de similaridad entre cada par de individuos w;, w;:
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d
8ij = ot (Sokal — Michener) (1.10)
b
Sij = — (Jaccard) (1.11)
Y a+b+tc '

siendo a,b,c¢,d las frecuencias de (1,1), (1,0), (0,1) y (0,0), respectivamente.
Notese que p = a + b+ ¢+ d. Estas similaridades pueden ser transformadas en
distancias utilizando (1.3) o preferentemente (1.4).

Ejercicio 1.5 Cinco herramientas cortantes arqueoldgicas A,B,C,D, E han sido
encontradas en un yacimiento. Estaban fabricadas con Piedra, Bronce y Hierro,
segin la matriz de incidencias

Piedra Bronce Hierro

A 0 1 0
B 1 1 0
C 0 1 1
D 0 0 1
E 1 0 0

Calcula las matrices de similaridad de Sokal-Michener y de Jaccard.

Ejercicio 1.6 Sea X la matrizn xp con los datos binarios de n objetos respecto
a p caracteristicas. Sea J la matriz n x p formada por unos.

1. Demuestra que la matriz de similaridades de Sokal-Michener puede expre-
sarse como
S=[XX'+(J-X)J-X)]/p

2. Intenta encontrar una expresion parecida para la similaridad de Jaccard

1.6 Similaridad con variables mixtas

Si las variables son mixtas, continuas, binarias o cualitativas, es entonces ade-
cuado utilizar la distancia de Gower, dfj =1 — s;5, siendo

Sij = (Zl (1= l@in — x| Gn) +a+ 04) / (p1+ (p2 — d) + p3) (1.12)

h=1

una similaridad, donde p; es el nimero de variables cuantitativas, a y d cor-
responden al niimero de coincidencias y no coincidencias para las ps variables
binarias, respectivamente, y « es el niimero de coincidencias para las ps variables
cuantitativas. Gp es el rango de la h-ésima variable cuantitativa. Este coefi-
ciente admite la posibilidad de tratar datos faltantes y se reduce al coeficiente
de Jaccard (1.11) cuando p; = p3 = 0.
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Ejercicio 1.7 Para la siguiente tabla de datos, obtenidos sobre 10 individuos,
calcula la matriz de similaridades de Gower

A B C D E F A B C D E F
1 180 76 1 1 0 O 6 181 72 3 2 1 O
2 174 67 1 3 1 1 7 171 60 3 2 0 O
3 174 68 2 3 1 1 8 162 58 1 3 1 1
4 170 64 2 2 0 1 9 170 66 2 2 0 1
5 177 70 1 3 0 1 10 179 81 1 1 1 O

A= talla en cm., B= peso en kg., C= color ojos (1 azul, 2 verde-gris, 3 castano),
D= color cabello (1 rubio, 2 castario, 3 oscuro), E= gafas (1 si, 0 no), F=
vestimenta (1 cldsica, 0 moderna).

1.7 Otras similaridades y distancias

Si disponemos de una densidad de probabilidad f(z1,...,2,), podemos definir
distancias entre poblaciones siguiendo un camino no heurfstico.

Supongamos que f(x) = f(x1,...,x,) pertenece a un modelo estadistico
regular {f(x,6),0 € ©}. Consideremos el vector columna aleatorio:

0 log f(X, 0).

Z:%

Entonces, la llamada matriz de informacion de Fisher es el valor esperado
F=F (ZZ’) ,

y una definicién de distancia (al cuadrado) entre x = (x1, ..., 2p), ¥ = (Y1, .-, Up),
que generaliza (1.8), es la distancia de Rao

diy (x,y) = (22—2,) F ' (2:—2)

Esta distancia (propuesta por Cuadras, 1989 y Oller, 1989), depende de §. Véase
también Minarro y Oller (1992).

Ejercicio 1.8 Sea X una variable aleatoria. Encuentra dg cuando:

1. X es exponencial de pardametro a.
2. X es Poisson de pardametro \.

3. X es un vector aleatorio Ny, (p, %), donde 3 es una matriz constante.
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1.8 Teorema de caracterizacion

Sea A = (6;;) una matriz n x n de distancias Euclideas. Es decir, existe una
configuraciéon de puntos xi, ..., X, € R™, tales que

53] = (Xi — Xj)/(xi — Xj).

., Cémo se puede saber si una matriz de distancias es Euclidea? El siguiente teo-
rema nos proporciona un criterio, que es a la vez condicién necesaria y suficiente.

Sea 1, el vector columna que contiene unos. Entonces J =1,1/ es una
matriz nxn también de unos. Sea H = I,,—J/n la matriz de centrado, A = (a;;)
la matriz con elementos a;; = —6% /2y calculemos B = HAH. Recordemos que
una matriz simétrica es semidefinida positiva si todos sus valores propios son no
negativos.

Teorema 1.1 La matriz de distancias A es Fuclidea en dimension m si y sdlo
st B> 0 (B es semidefinida positiva) y el rango de B es rang(B) =m <n — 1.

Hagamos ahora explicito este teorema. Si A es matriz de distancias Eu-
clideas, es entonces posible obtener la descomposicién espectral

B = UAU'= XX/, (1.13)

donde X = UAY?contiene los m vectores propios de B, A es una matriz diag-
onal que contiene los valores propios ordenados Ay > ... > A\, > 0. La matriz
B proporciona las coordenadas Euclideas del conjunto Q = {wi,ws,...,wy}.
Cada fila x; de X contiene las coordenadas, llamadas coordenadas principales
del individuo 1.

Las coordenadas principales tienen interesantes propiedades:

. !/ .
1. Las filas x1,...,x,, de X verifican 622]- = (x; — x;) (x; —x;), es decir, sus
distancias Euclideas se igualan a los términos 6;; en A.

2. Las columnas X7y, ..., X,, de X, entendidas como variables, tienen media
0.

3. Cada columna X; de X tiene varianza igual a \;/n.
4. Las columnas de X son ortogonales (incorrelacionadas).

5. Las columnas de X pueden ser interpretadas como componentes princi-
pales.

6. La representacién de los elementos wy,wa, ... ,w, utilizando las filas de X
es 6ptima.

Por otra parte, si indicamos por 6;; (k) la distancia utilizando las k < m
primeras coordenadas, entonces la cantidad

i 5 (k) =2n (M + ..+ M) (1.14)

ij=1
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es méxima en dimensién reducida k, siendo A; > ... > A\ los k primeros valores
propios de B, ordenados de mayor a menor.
Ejercicio 1.9 Se pide:

1. Analiza si la matriz de distancias del Ejercicio 1.1 es Fuclidea.

2. Demuestra las cuatro primeras propiedades de las coordenadas principales.

3. Demuestra que si S = (s;;) es una matriz de similaridades tal que S > 0,
entonces la distancia 6;; tal que

(Sfj = 85 + 85 — 2545 (1.15)
es Fuclidea.

4. Observa que salvo un factor constante, (1.4) es un caso particular de (1.5).
Comprueba que (1.8) no proporciona, en general, una distancia Euclidea.

5. A partir de la matriz de similaridades del Ejercicio 1.5, representa las 5
herramientas en dimension 2. Interpreta la primera dimension.

Ejercicio 1.10 Se pide:

1. Demuestra que si las distancias 61 (.,.),062(.,.) definidas sobre un mismo
Q son Euclideas, entonces la distancia 6 tal que

82(L,)=62(,)+62(,) (1.16)
es también Fuclidea.

2. Utiliza (1.16) para probar que la distancia “valor absoluto” (1.8) es Eu-
clidea.

Cuando la matriz de distancias A no es Euclidea, sus elementos deben trans-
formarse para proporcionar una distancia Euclidea, pero conservando la preor-
denacioén de Q. La transformacion puede ser no lineal (obtenida numéricamente)
o algebraica. El siguiente teorema proporcona dos transformaciones algebraicas.

Teorema 1.2 Sea A = (6;;) una matriz de distancias no Euclideas. Entonces
B tendrd valores propios positivos y negativos: A\ > ... > A\ > 0> \] > ... >
Ny, con k+ k' =n—1. Se verifica:

1. La transformacion q-aditiva con ¢ > —2\)., convierte A en A Euclidea.

2. La transformacion aditiva con ¢ > X\, donde A es el mayor valor propio de

la matriz no simétrica
0 2B
-1 —-4B,

siendo B la matriz asociada a A y B, la matriz asociada a A, = (\ /dij),
convierte A en A* Fuclidea.
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Ejercicio 1.11 Sea A = (6;5) una matriz de distancias no Euclideas.
1. Demuestra el primer apartado del Teorema 1.2.

2. Demuestra el sequndo apartado del Teorema 1.2.

1.9 La férmula de anadir un punto

Supongamos que A = (§;;) es una matriz de distancias Euclideas. Indiquemos
por wy41 un nuevo individuo. Supongamos conocidas las distancias entre wy, 11
VY Wi,wWa,...,Wnp:

5j :6(Wj,wn+1), wj € Q (117)

Si cada wj estd representado por el punto x; € R™, X es la matriz cuyas filas
son x;-, y ademds w41 viene representado por x € R™, las coordenadas de x
(escritas como un vector columna) se dan a continuacion.

Teorema 1.3 Las coordenadas x € R™ de wy,11 en funcion de X y de las

distancias (1.17) es
1

X = 5(X'X)”X' (b —d) (1.18)
donde d = (5?, ...,6i)l, y b :(b117...7bnn)/ son los vectores columna que con-

tienen las distancias (al cuadrado) y la diagonal de B, respectivamente. En
particular, si X es la matriz que contiene las coordenadas principales,entonces

1
X :§A_1X’ (b —d) (1.19)
Las féormulas (1.18) y (1.19) son debidas a Gower (1968). Veremos aplica-
ciones en la Seccién 1.11 y en el Capitulo 2.

Ejercicio 1.12 La matriz de distancias (Tabla 1.1) entre 6 bebidas refrescantes,
se obtuvo a partir de la valoracion dada por 38 estudiantes, siguiendo una escala
(1= no similar, 9= muy similar). Las similaridades acumuladas se transfor-
maron en distancias (disimilaridades).

1. Verifica si esta matriz de distancias es Euclidea o no.

2. Representa las seis bebidas en dimension 2 a lo largo de los dos primeros
ejes principales.

3. Una nueva bebida refrescante LC mantiene las siguientes distancias con
las demds:

prPC CcC ccCc DprPC DtUP 7-UP
LC 220 265 244 210 99 85

Sitia LC, utilizando (1.19), dentro de la representacion anterior de las
seis bebidas ya conocidas.
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TABLE 1.1
pPC CC CCC DPC Drup 7-UP

Pepsi Cola 0

Coca Cola 127 0

Classic CC 167 143 0

Diet Pepsi 207 235 243 0

Diet 7-UP 320 322 327 288 0

Seven Up 321 318 318 317 136 0

1.10 Analisis canénico de poblaciones

Supongamos que tenemos g > 2 poblaciones {24, ...,§,, representadas por los
vectores de medias py,...puy y la matriz de variancias y covariancias (que se
supone comin) X, en relacién a p variables cuantitativas. Suponiendo que se
dispone de una matriz de datos para cada poblacién, el andlisis canénico de
poblaciones es un método multivariante que permite representar las g pobla-
ciones en dimensién reducida, usualmente en una representacién bidimensional.
Una exposicién del tema resultarfa algo extensa (ver Cuadras, 1991), por lo
que nos limitaremos a decir que, esencialmente, es equivalente a un andlisis de
coordenadas principales utilizando la distancia de Mahalanobis entre vectores
de medias

A3y (s ) = (g — p5) S (g — ). (1.20)

La representacion, a lo largo de los llamados ejes candnicos, incluye ademads
regiones confidenciales para los vectores de medias..

Ejercicio 1.13 Utilizando los datos del fichero cranis.dat, que corresponden
a 4 variables y 5 poblaciones, y el programa canp06s.exe, realiza un andlisis
candnico de poblaciones. Interpreta la primera dimension candnica.

1.11 Analisis de coordenadas principales y bi-
plot

Dada una matriz de datos cuantitativos Y, de orden n x p, el método biplot
(Gabriel, 1971) es una representacién sobre el mismo gréfico de las n filas (=
individuos) y p columnas (= variables) de Y. Usualmente los individuos se rep-
resentan como puntos y las variables como vectores. La presentacién conjunta
Biplot puede ser obtenida por una descomposicién singular de Y, pero Gower
y Harding (1988) probaron que también se puede obtener una solucién biplot
partiendo de (1.19).

Supongamos que deseamos representar la primera variable Y7, es decir la
primera columna de Y. Podemos identificar Y7 con el conjunto de coordenadas

aiu] = (al,O, ,O) a1 € Ry
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siendo R; el recorrido de Y;. La distancia al cuadrado entre aju; y la fila
Yi= (y117 "'7yip) de Y es

(o1 —yi)* + b + o+ 13
Observando que by = 23 + ... + x7, = Y7 + ... + Y3, resulta que
b-d =20,Y; — a?1,
y, debido a que X’1,, = 0, tenemos que las coordenadas representando al eje Y;

son Xi (051) = alA’1X’Y1
En general, los p ejes vendrédn representados por el haz de segmentos

X(a)=A'X'YD, «a;€R;
donde X es la matriz con las coordenadas principales y D, = diag (o, ..., ap).

Ejercicio 1.14 La puntuacion, en una escala de 1 a 10, que 8 ciudadanos dan
a 5 politicos Zp, Az, Go, Pu, Fr es la siguiente:

Zp Az Go Pu Fr
16 38 &5 4 3
2. 7 2 5 5 2
3 1 8§ 3 6 7
4 2 5 5 4 6
5 6 5 4 78
6 1 8 2 6 7
72 73 4 8
8§ 8 2 6 4 3

Centrando primero la matriz de datos por columnas, represéntela mediante un
biplot.
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Capitulo 2

Regresion y prediccion DB

2.1 El modelo de regresién lineal

Consideremos el modelo lineal que relaciona una variable respuesta con diversas
variables explicativas:

y=XB+e. (2.1)

Aqui y(n x 1) es un vector (conocido) con n observaciones de una variable
respuesta cuantitativa Y, la matriz X(n x m) es conocida de rang(X) =m,
B(mx1) es un vector (desconcido) de pardmetros y e = (ey, ..., e,)" es un vector
aleatorio tal que

E(e))=0 war(e) =02 i=1,..,n
E(eiej) =0 i#j

En muchas ocasiones se cumple que e es N, (O, O'QIn) y entonces se dice que
(2.1) es un modelo lineal normal.
Recordemos que, la estimacién LS (mfnimos cuadrados) de 8 = (34, ..., 8,,)"
es
B=(X'X)" XYy, (2.2)

la suma de cuadrados residual es
’E=(y- XB)' (v - XB) =@e, (2.3)
y una estimacién insesgada de o2 es
2 =R2/(n—m). (2.4)
Ejercicio 2.1 Consideremos el modelo lineal
T=0,+ By +e; 12 =206, + B + e2;

17
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2:ﬁ1—ﬁ2+€3; 14:61+3/82+€4.

Escribe este modelo en la forma matricial (2.1) y estima los pardmetros 3 =

(615/62) ) 02'

A continuacién vamos a interpretar el modelo lineal desde la perspectiva de
las distancias. Indiquemos por xi,...,X,, las filas de X. La distancia Euclidea
cuadréatica entre cada par de individuos w;,w; es

dy (wi,w)) = (xi—%;) (xi—x;)’ (2.5)
Sobre la matriz de distancias Euclideas
D = (dg (wi,wj))

podemos aplicar el Teorema 1.1 de la Seccién 1.8. Construimos B = HAH y
hallamos la descomposicién espectral

B = UAU'=XX'. (2.6)

Resulta entonces que las distancias entre las filas X3, ...,X, de X , reproducen
exactamente las distancias (2.5). Podemos, en consecuencia, reescribir el modelo
(2.1) como

y=Xvy+e (2.7)

donde 3 — - es una reparametrizacion.

Lo que importa aqui es notar que (2.7) ha sido construido utilizando sola-
mente distancias (en este caso la distancia Euclidea), y le llamaremos modelo
DB (distance-based).

El vector proyector de y del modelo (2.1) es

y=XX'X)"'X'y (2.8)

Andlogamente podriamos encontrar y para el modelo (2.7). Pero ambos modelos
son esencialmente el mismo, puesto que

y=y (2.9)

Como veremos enseguida, el modelo DB presenta ventajas con otras distancias.

Ejercicio 2.2 Se pide:
1. Encuentra la transformacion v = T3.

2. Demuestra (2.9).
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La distancia Euclidea (2.5) ha sido calculada utilizando las filas de la matriz
de disenno X que es conocida. Vamos a introducir el modelo de regresién DB
(distance based) en general.

Supongamos que tenemos p variables Wi, Wa, ..., W, observables, de tipo
continuo, binario o categdrico, o incluso los tres tipos a la vez, en cuyo caso
diremos que los datos son mixtos. Sea d (w;,w;) una distancia adecuada entre
pares w;,w; de individuos. Si los datos son binarios d (w;,w;) se puede basar
en (1.10) 6 (1.11), y si son mixtos en el coeficiente de similaridad de Gower
(1.12). Supongamos que la distancia tiene la propiedad de ser Euclidea. A par-
tir de d (w;,w;) se puede obtener la matriz n x n de distancias A, y aplicando
la descomposicion espectral (1.13), obtendremos las matriz X, de coordenadas
principales que reproducen las distancias originales. El modelo DB que pro-
ponemos es entonces

y=561+XB+e (2.10)

donde 1 es el vector de unos, mientras que X, 3 y e tienen el mismo signifi-
cado que en el modelo (2.1). Observemos que, como B1 = 0, tanto 1 como las
columnas X1, ...,X,, de X, son vectores propios de B.

Podemos también escribir

Yy =Bol+ ) 08, Xi+e (2.11)

i=1

donde m=rang (B) y X3, ...,X,,, juegan el papel de variables predictoras.
Las propiedades bésicas del modelo DB son:

1. Las estimaciones de los pardmetros de regresién son

~

Bo=T=y'1/n B, =y Xi/Ni (2.12)
2. El vector predictor o proyeccién ortogonal de y es
y=71+XA X'y (2.13)
3. El coeficiente de correlacion simple r; = r (y, X;) es
r? = (y'X;) /nsi); (2.14)

donde s? es la variancia muestral de y.

4. El coeficiente de correlacién miltiple (al cuadrado) R? entrey y X1, ...,X,,
es

R? =y'XA X'y /ns, = er, (2.15)
=1

donde A = diag (A1, ..., \,) contiene los valores propios de B.

Ejercicio 2.3 Demuestra las formulas (2.12) a (2.15).
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2.2 Regresién DB en dimensién reducida

El modelo DB (2.10-2.11), es el modelo completo. A veces, sin embargo,
m =rango (B) crece con n (incluso puede darse el caso en que m = n — 1).
Entonces, el nimero de variables X7, ...,X,, (las columnas de X) puede resultar
excesivo y de esa manera encontrarnos con un coeficiente de determinacién R?
arbitrariamente préximo a 1. Para evitar este problema, es conveniente partir
X en dos partes

X = (X, 2Z) (2.16)

donde X ;) = (X1,...,X) contiene k columnas adecuadas de X, y la matriz Z
contiene las restantes columnas.

Definimos de este modo el modelo DB en dimensién k, que puede ser
expresado de dos maneras equivalentes:

y= Bol+XwbBw) + ek
k

2.17
y= Bol+ > XiB;+ e (2.17)
i=1

Como valor de k, se puede etomar k= numero inicial de variables observables

explicativas.

Una buena seleccién de las columnas X, ..., X}, de X consiste en escogerlas
por orden de correlacién con y, es decir,

r (y,Xl) >r (y,XQ) > > T’(y,Xk) . (218)

Otra seleccién obvia consiste en ordenarlas de acuerdo con la variabilidad
explicada por las variables predictoras (columnas de X): A; > ... > A, es decir,
seleccionar los k primeros ejes principales. Pero si resultara que la variable
Xj+1 tiene una correlacion ri11 = 7 (y,Xg41) relativamente alta, podriamos
haber perdido una variable predictiva importante. Véase Cuadras (1993) para
una discusién de este problema en términos de una desigualdad.

Ejercicio 2.4 Una revista de automdbiles publicd el consumo de gasolina Y en
funcion de 10 caracteristicas, sobre una muestra de 32 coches. Si 2 variables
son binarias (b), 8 cualitativas (q) y el resto continuas (c), compara el modelo
de regresion cldsico con el modelo DB utilizando la distancia de Gower. La
variable dependiente se encuentra en la columna Y :
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Y c ¢ ¢ c cbbqqq
21.0 160.0 110 3.90 2.620 16.46 016 4 4
21.0 160.0 110 3.90 2.87517.02016 4 4
22.8108.0 933.852.32018.6111441
21.4 258.0 110 3.08 3.21519.44106 3 1
18.7 360.0 175 3.15 3.440 17.02008 3 2
18.1 225.0 105 2.76 3.460 20.22106 3 1
14.3 360.0 245 3.21 3.570 15.84 008 3 4
24.4 146.7 62 3.69 3.19020.00 1 04 4 2
22.8 146.7 62 3.69 3.190 20.001 0442
19.2 167.6 123 3.92 3.44018.301 064 4
17.8 167.6 123 3.92 3.440 18901064 4
16.4 275.8 180 3.07 4.070 17.40008 3 3
17.3 275.8 180 3.07 3.730 17.60 0 0 8 3 3
15.2 275.8 180 3.07 3.780 18.000 08 3 3
10.4 472.0 205 2.93 5.250 17.98 008 3 4
10.4 460.0 215 3.00 5.424 17.82008 34

Y c ¢ c c cbbqqq
14.7 440.0 230 3.23 5.345 1742008 34
32.4 T78.7 664.082.20019.4711441
30.4 75.7 524.931.61518.5211442
339 T71.1 654.221.83519.9011441
21.5120.1 973.702.46520.0110431
15.5 318.0 150 2.76 3.520 16.87 008 3 2
15.2 304.0 150 3.15 3.43517.30008 3 2
13.3 350.0 245 3.73 3.840 1541 008 3 4
19.2 400.0 175 3.08 3.845 17.05008 3 2
27.3 79.0 664.081.935189011441
26.0 120.3 914.432.14016.7001452
30.4 120.3 914.432.14016.700145 2
15.8 351.0 264 4.22 3.170 1450018 54
19.7 145.0 175 3.62 2.770 15.50 0 1 6 5 6
15.0 301.1 335 3.54 3.570 1460018 5 8
21.4121.01094.112.78018.601 1442

Ejercicio 2.5 FEscribe la version de las formulas (2.12-2.15), para el modelo

DB en dimension k.

2.3 Prediccién DB sobre un nuevo individuo

Supongamos que, sobre las variables (mixtas) explicativas, hemos obtenido la
observacién wy4+1 = (w1, ..., wp) sobe un nuevo individuo w,11. Entonces de-
beria ser posible calcular las distancias

d? = d?* (wi,wni1) i=1,...n (2.19)

entre w11 y los otros individuos cuyas observaciones conocemos para la variable
respuesta Y. Queremos evaluar

Ynt1 = Y (wny1),

es decir, la prediccién de Y sobre w41

Se puede obtener esta prediccién mediante la férmula de anadir un punto
(1.18), hallando las coordenadas del nuevo individuo a partir de las distancias.
Estas coordenadas, utilizando el modelo completo, son

1
X = (L1, ) = 5A—lx’(b —d).

La prediccién segin el modelo (2.10) es
m ~ ~
Uni1 =T+ Y Biwi =7+ XB.

i=1

Substituyendo, se obtiene
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Uni1 =7+ XA ' X'y, (2.20)

Si consideramos ahora el modelo DB en dimensién k, y hacemos las parti-

ciones
o X(k) _ _ Ikk 0
x-( ” ) X—(X(k),Z) A—( 0 - )

donde x(;y = (v1, ...,mk)/ son las k coordenadas relativas a las k& dimensiones
predictivas, y la diagonal de Aj contiene los valores propios, obtenemos

@\n-‘rl(k) =7+ X/(k)AIZIX;gy + Z/A,_nl,kz/Y-

Si ahora tenemos en cuenta que Z'y =~ 0 (ya que Z contiene las variables menos
correlacionadas con Y'), obtenemos finalmente:

G (K) = 7+ XA Xy (2.21)

Ejercicio 2.6 Demuestra que, considerando el modelo completo, la prediccion
(2.20) se puede escribir como

. _ 1 _
yn+1:y+§(b—d)/B Y,

donde B~ es la g-inversa de B = XX', es decir, tal que BB™B = B.(Observa
que B es singular y por lo tanto no tiene inversa en el sentido tradicional).

2.4 Prediccién con variables continuas, categori-
cas y mixtas

El modelo DB se reduce al modelo clédsico de regresién cuando la distancia
utilizada es Euclidea (1.6) y las variables son continuas. Cuadras y Arenas
(1990) demuestran que:

e Para variables cuantitativas y distancia Euclidea, la férmula de prediccién
(2.20) brinda los mismos resultados. (Para otras distancias, los resultados
son diferentes. Vedse mds abajo y en la préxima seccién).

e Para p variables cualitativas Wy, W, ..., W, donde W, tiene ¢, estados
(1 <r < p), podemos tomar como distancia

dfj =2(p— mij) ) (2.22)

donde m;; es el nimero de coincidencias entre los individuos 7 y j. Por
ejemplo, si i = (010, 1000, 001, 10), 5 = (010,0100,001, 10), entonces p =
4, my; = 3, dgj = 2. En ese caso, el modelo DB con la distancia (2.22)
vuelve a dar los mismos resultados que el modelo de regresién clésica, es
decir las predicciones son las mismas. Naturalmente los resultados son
diferentes si consideramoes otras distancias.
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e La situacién cambia si las variables son mixtas, esto es, una mezcla de
continuas, binarias y categéricas. Entonces la distancia no es Euclidea en
el sentido de antes. Una buena eleccién consiste en emplear la distancia
de Gower (1.12). Existen muchos ejemplos que prueban que utilizando
el método de regresiéon DB con esta distancia podemos obtener mejores
predicciones que con el método clédsico. Los ejercicios 2.4 y 2.7 brindan
sendos ejemplos donde se puede comprobar este hecho

El método DB fue introducido por Cuadras (1989), Cuadras y Arenas (1990),
y continuado por Cuadras (1990), Cuadras y Fortiana (1993), Cuadras, Arenas
y Fortiana (1996). Estos articulos contienen ejemplos con datos reales.

Ejercicio 2.7 Se pide:

1. Demuestra que la distancia (2.22) es Euclidea y que el método DB y el
clasico (codificando los estados como 0= ausente, 1= presente) son equiv-
alentes.

2. Comprueba que, para los siguientes datos (n=28), donde la primera columna
contiene la variable respuesta Y y las cinco columnas siguientes las vari-
ables explicativas, que el método DB con la distancia de Gower, pro-
porciona mejores resultados que el método cldsico de regresion maltiple.
(Nota: utiliza el programa MULTICUA ).

603 2 3 3 3 1 569 1 2 2 1 2
560 1 1 1 0 1 6.08 3 2 4 3 1
590 1 5 2 2 1 600 2 1 3 0 1
550 2 1 1 0 1 590 1 3 3 2 2
958 2 1 2 1 1 58 0 1 1 1 2
579 2 2 5 0 1 668 3 3 4 3 1
638 2 3 3 0 1 571 3 3 4 2 1
554 2 1 2 0 2 58 3 4 4 0 1
569 1 3 2 3 1 568 2 1 3 0 2
549 3 3 4 1 1 560 1 1 2 0 1
572 3 3 4 0 2 534 1 1 5 0 2
674 1 5 2 2 2 532 1 4 1 1 1
748 0 1 4 0 2 636 3 2 3 0 2
693 1 3 2 1 1 556 3 3 4 0 1

2.5 Regresién no lineal DB

Consideremos la regresién de Y sobre p variables cuantitativas X7, ..., X, segin
un modelo de regresién no lineal

Y = f(X1,..,X,:0) + ¢ (2.23)

donde 6 es el vector de pardmetros, f es una funcién no lineal (posiblemente
desconocida), e es el término aleatorio de error.
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La regresiéon DB con la distancia Euclidea es equivalente a interpretar (2.23)
en términos de un modelo lineal. Pero si consideramos la distancia valor ab-
soluto (1.8) entonces la regresién DB es no lineal. Cuadras y Fortiana (1993)
demuestran que, si p = 1, la regresién DB con la distancia

d(z,y) = |z -y (2.24)

equivale a una regresién sobre polinomios ortogonales. Concretamente sobre
polinomios de Tchebychev, cuando los valores x1, s, ..., x, observados de la
variable X son equidistantes.

De momento no existen resultados tedricos conocidos para p > 2, pero la
utilidad del método DB con distancia (1.8) en regresién no lineal se pone de
manifiesto con ejemplos reales.

Ejercicio 2.8 Sobre el conjunto Q = {0,1,2,....n} consideramos la distancia
d(i,5) = Vi = jl (2.25)
1. Demuestra que es Euclidea (compdrala con Ejercicio 1.10).

2. Prueba que para n = 8, los 4 ejes principales obtenidos por andlisis de
coordenadas principales, es decir utilizando (1.13), constituyen las dimen-
siones lineal, cuadrdtica, cibica y cudrtica.

Ejercicio 2.9 En una reaccion quimica, y es la fraccion de material original
remanente luego de x1 minutos de reaccion a xo grados Kelvin. FEl modelo de
regresion no lineal que predice y es

1 1
Yy = exp (—911’1 exp |:—92 (I_Q — @)}) +e (2.26)

donde 01,02, son pardmetros desconocidos.

1. Estima los pardmetros utilizando (2.26) y aplica también una regresion
DB (distancia "valor absoluto”) con k=2 y k=3, calculando en cada caso
las predicciones § de y sobre los siguiente datos (n=8):

COMPLETA ESTAS TRES COLUMNAS

Yy x1 xa Y (con (2.26)) y (DB, k=2) y (DB, k=3)
0.912 109 600
0.382 65 640
0.397 1180 600
0.376 66 640
0.342 1270 600
0.358 69 640
0.348 1230 600
0.376 68 640
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2. Compara las tres predicciones calculando la cantidad
RSS = Z (yi — ﬂz‘)2~
i=1

3. En las predicciones DB, shas tenido necesidad de conocer el modelo de
regresion no lineal (2.26)? ;Qué ventajas le encuentras al método DB?

Ejercicio 2.10 La Tabla 2.1 contiene la renta per capita y una matriz binaria
de relaciones comerciales entre 15 paises (0 si no hay relacion significativa; 1
st hay relacidon significativa).

1. Representa los 15 paises por andlisis de coordenadas principales utilizando
el coeficiente de Jaccard. Interpreta las dos primeras dimensiones.

2. Estudia st la matriz binaria predice bien la renta y realiza la prediccion de
la renta per capita en FEspana mediante:

(a) Regresion multiple clasica.

(b) Regresion DB con 5 dimensiones.

3. Comenta los problemas encontrados con la regresion cldsica y discute las
ventajas del método DB para estos datos.

TABLA 2.1
Ar Au Br Ca Cz Eg Fr It Ja NZ Sw US
Arge 4124 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
Aust 10981 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
Braz 2232 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Cana 13034 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Czec 2853 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Egyp 4368 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
Fran 8115 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
Ital 5549 1 0 0 0 0 1 1 0 O 0 0 0
Japa 9928 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1
N.Ze 6736 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Swed 10570 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
USA 13968 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
USSR 2588 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
U.K. 6514 0 1 0 1 0 1 1 0 O 1 1 1
W.Ge 9064 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1
Esp ? 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1

=
=)
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TABLA 2.2
N C R E 7 Ei J G M prizes

N 0 120
C 318 0 110
R 270 .101 O 130
E .311 .223 .061 0 145
Z 378 .243 .236 0.061 O 160
Ei .392 .236 .176 .088 .007 O 170
J 399 311 .345 176 .074 .128 O 200
G .392 .345 .297 .101 .209 .182 .027 O 225
M 426 .358 .318 .230 .264 .128 .142 .128 O ?

Ejercicio 2.11 Consideremos que 1,2,...,n son n estimulos. Supongamos que
existe una escala de preferencia 61,01, ...,6,, donde 0; es un valor asociado al
estimulo . El estimulo j es mejor que el estimulo i si0; > 8;, lo que indicaremos
como j > 1. A fin de obtener la ordenacion de los estimulos, los ubicamos en
un eje unidimensional

1 <12 <...<1p

es decir
91‘1 < 91‘2 << Hin

evaluamos las proporciones
Pij = P (] > Z)
que indican, en una muestra grande de individuos, la proporcion de individuos

que prefieren j sobre i. Observemos que si p;; > 0.5 es que realmente j es
preferible sobre i. Consideremos entonces el modelo basado en la distribucion

normal
1 /Gjei —x2/2d (2 27)
i = —— e x .
Pij V2T J oo
y que permite calcular 01,02, ...,0, en funcidn de p;;, 1,7 =1,...,n.
1. Interpreta el modelo (2.27) razonando los casos:

CL) bij = 0.5 b) Pij =1 C) Dij =0
2. Definimos la siguiente distancia entre cada par de estimulos

o by —05] sii )
dtii) ={ ¢ it 2:25)
Prueba que cumple con la propiedad simétrica d(i,j) = d(j,4) > 0.

Ejercicio 2.12 En un estudio de nutricién se desean ordenar n = 9 vegetales
comestibles segin el orden de preferencias que le dan una amplia gama de con-
sumidores. Los vegetales son: nabo (N), col (C), remolacha (R), espirrago (E),
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zanahoria (Z), espinaca (Ei), judia verde (J), guisante (G) y maiz (M). Algunas
de las proporciones son:

P(C>N)=0818 P(E>C)=0723 P(R>G)=0.203

Utilizando la distancia (2.28) se ha obtenido la matriz de distancias de la Tabla
2.2. Aplica un andlisis de coordenadas principales y encuentra la escala de
preferencias, identificando cada vegetal con las coordenadas de la primera di-

mension.

1. Comprueba que la matriz de distancias de la Tabla 2.2 (parte izquierda) no
es Fuclidea y encuentra una transformacion que la convierta en Euclidea

(ver Teorema 1.2).

2. Los precios (por kilo de producto) de los primeros 8 vegetales son:

120 110 130 145 160 170 200 225

Predice el precio del maiz.
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Capitulo 3

Aspectos computacionales
en prediccién DB

3.1 Seleccién de variables en regresion DB

En la Seccién 2.1 hemos sugerido dos métodos para seleccionar las dimensiones
predictivas para el modelo de regresién DB en dimensién k.

El criterio de seleccién de los vectores propios de B ordenados de acuerdo
con los valores propios, es un método para obtener las dimensiones principales
que permitan realizar la mejor representacién, en dimensioén k, de €2, de modo
que se maximice la variabilidad geométrica en esta dimension.

1 n ) 1 n
i i=1

ij=1

Un buen criterio para seleccionar variables predictivas, consiste en ordenar
las columnas de X en orden descendiente de las correlaciones con y, es decir,

seleccionar X, ..., X;, tales que

T2(y,XZ'1) > > T2(y7Xik)‘ (32>

El coeficiente de determinacién R?(k) (ver (2.15)), es:
k
R(k) = r*(y.Xi.)
a=1
La proyeccién de y, de acuerdo con el modelo (2.17), es:
~ k ~
? = ﬁol + Z ﬂiaXia
a=1

29
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La variabilidad geométrica DB condicional, se define como:

s O 6~ ) (33)

i,5=1

Es facil probar que

k
1
n2 Z yl yj = E Z h = 83R2(k)7 (34)

1,j=1

donde s es la varianza muestral de Y. Esta ecuacién puede ser interpretada
€omo la versién DB de (3.1). Nétese que el criterio (3.2) maximiza R?(k), es
decir proporciona el subespacio en dimensién k, de las coordenadas principales
que tienen méxima correlacién miltiple con Y.

Ejercicio 3.1 Sea X la matriz de datos centrados y sea S =X X /n la matriz de
covarianzas. La transformacion de componentes principales es X :}NCT, donde
S = TDT' es la descomposicion espectral de S. Relacionando S con B = XX’
(ver 1.12), demuestra que las coordenadas principales (columnas de X) pueden
ser interpretadas como componentes principales.

Ejercicio 3.2 Determina la distancia implicita en la definicion (3.3) y demues-

tra (3.4).

3.2 Seleccién para un nimero grande de indi-
viduos

Los dos métodos de la Seccién 4.1 se basan en maximizar (3.3) 6 (3.4) y necesitan
calcular los vectores propios de la matriz B. Cuando n es muy grande, ese
célculo puede volverse muy arduo o imposible. Un procedimiento que solamente
requiere calcular los primeros k vectores propios adecuados, es el siguiente.
Se particiona X en:
X = (X(i), Z;)

donde X(;) contiene las primeras columnas de X, es decir los primeros vec-
tores propios de B, ordenados de acuerdo con sus valores propios. Se define la
secuencia:

c(0)=0, c(i)=yByy/y'By i=12,...,m, (3.5)
donde m = rango(B) y B;) = X(;X]. El coeficiente c(i) verifica

Z&:l T2a>‘a
22;1 2o

donde r, = corr(y,X ). Cada c(i) mide la predictibilidad de las primeras
1 dimensiones, ponderadas por los correspondientes valores propios. El valor

c(i) = (3.6)
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inicial ¢(0) = 0, puede ser interpretado como la falta de predicitibilidad de 1, el
vector constante de unos, que es también un valor propio de B. Esta secuencia
satisface:

® C

0)=0<c(i)<1, i=1,....,m.
=1.

~—

[ ]
Q

m

(
(
c(iy<e(i+1) i=0,...,m—1.

(

e c(i) = c(i + 1), si la dimensién (i + 1) es no predictiva.
La seleccién debe ser realizada representando gréficamente los puntos
(1,1 —¢(d)) i=0,1,....,m* <m

donde m* es tal que 1 — ¢(i) esté muy préximo a 0. Esto es, el corte en m*
es tal que, a la derecha de m™* el gréfico estd muy préximo al eje horizontal,
indicando que las dimensiones superiores no deben ser tenidas en cuenta. La
dimensién principal 1 < ¢ < m* debe ser seleccionada si se aprecia una caida
entre el punto (i — 1,1 —c¢(i — 1)) y el (¢,1 — ¢(7)). Entonces la dimensién i es
aceptada o rechazada segtin si r? o \; sean grandes o pequefios.

Finalmente, es necesario hacer notar que este procedimiento solamente re-
quiere el cdlculo de los primeros m* vectores propios.

Ejercicio 3.3 Se pide:

1. Construye el grafico de (i,1 — c(i)) para los datos de coches del ejercicio

2.

2. Prueba (3.6) e interpreta una dimension problemdtica, es decir una dimen-
sion donde \; es grande y 2 es pequeno o reciprocamente \; es pequeno y
r? es grande.

%

3.3 El caso de tener valores propios negativos o
muy pequenos

Supongamos ahora que la matriz n x n de distancias observadas, A = (6;5), no
es Euclidea. Puede ocurrir, por ejemplo, que se emplee el coeficiente de similari-
dad de Gower con algunos datos faltantes. Entonces la matriz B tendrd algunos
valores propios negativos (Teorema 1.2), por lo tanto nos encontremos con al-
gunas variables (columnas de X) con “varianzas negativas”. Consecuentemente
el modelo de regresién DB no funcionaria correctamente.

Para solucionar este inconveniente, podemos considerar la transformacién
g-aditiva de la distancia:

=2 0 i=j
8ij _{ 85 +2a i (3.7)
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que transforma la matriz B en
B =B+aH (3.8)
Los vectores propios de B son los mismos y los valores propios son \; + a
BX; = (\ +a)X; (3.9)

Si A; < 0 para algtin i, podemos escoger a > 0 tal que \; +a>0,i=1,...,m,
lo que nos permite conseguir la matriz Euclidea A = (8;;).
Considerando el modelo completo y escribiendo la ecuacién (2.20) como

~ 1 _
Yni1 =¥+ 5(b—d)UA"'Uy, (3.10)
entonces la transformacion g-aditiva (3.7), cambia el modelo DB a
-~ _ 1 -
Yns1(a) =5 + 5(b— d)U(A+al) Uy, (3.11)

donde I es la matriz identidad n x n. Nétese que esta prediccién para un nuevo
individuo wy+1, depende de la constante a.

Ejercicio 3.4 Se pide:
1. Demuestra las ecuaciones (3.9)-(3.11).
2. Propdn un criterio para seleccionar el mejor a en (3.11).

3. Escribe una version apropiada de (3.11) para el modelo DB en dimension
k.

Supongamos ahora que A = (§;;) es una matriz de distancias Euclidea, pero
algunos valores propios de B son muy pequenos. Entonces el ajuste de (3.10)
puede ser muy pobre. Quizés el empleo de (3.11), que requiere la inversa de la
matriz (A+al), puede mejorar el ajuste. Este inconveniente también se presenta
para la estimacién de los pardmetros de regresion, (véase 2.12):

Bi(a) = Xiy/(\i +a) (3.12)

Existe una analogia entre (3.11) - (3.12) y la regresion cresta (Hoel y Kennard,
1970). La transformacién (3.7), puede ser interpretada como una extensién de
este procedimiento de regresién para una distancia general.

Ejercicio 3.5 Se pide:

1. Construye un ejemplo donde el ajuste con el modelo DB dé R?> =0 y otro
ejemplo tal que R? = 1.

2. Describe la regresion cresta y posteriormente comenta la version DB.



Capitulo 4

Analisis discriminante DB

4.1 Introduccion

Supongamos que {21, )y son dos poblaciones, X1, ...,X, son p variables observ-
ables y x = (1, ..., ¢p) contiene las observaciones de las variables sobre un indi-
viduo w. Queremos asignar w a una de las dos poblaciones.

Una regla discriminante es un criterio que permite asignar w € Q1 U
Qs, v que a menudo se plantea en términos de una funcién discriminante
D (z1,...,zp). Entonces la regla de clasificacién es

Si D (x1,...,xp) >0 asignamos w a €y,
en otro caso asignamos w a Q.

Las cuatro reglas mas importantes del andlisis discriminante son:

1.

Regla MV o de la mdaxima verosimilitud
Sea f; (x) la densidad de x en Q;, i = 1,2. La funcién discriminante es:

V (x) = log f1 (x) — log f2 (x) (4.1)

Regla B o regla de Bayes
Supongamos que son conocidas las probabilidades a priori:

qlzp(Ql)a CI2:P(92)7 (I1+q2:1

Entonces la funcién discriminante es:

B (x) =log f1 (x) —log f2(x) +log (q1/q2) (4.2)

. Regla M o de Matusita

Supongamos que estamos en condiciones de calcular una distancia 6; =
6 (w, ), i =1,2, de w a cada poblacién. Usualmente esta distancia es del
tipo 6; = 6 (x, p;), i = 1,2, donde x es el vector de observaciones y , es

33
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un vector representante de €);, por ejemplo el vector de medias. La regla
M estd basada en la funcién discriminante

M (x) =63 (x) — 62 (x). (4.3)
4. Regla de Fisher del discriminador lineal
SiQ; ~ (u;,X), es decir, se puede identificar €; haciendo uso de un vector

de medias p,; y una matriz de covariancias ¥, entonces el discriminador
lineal es

L(x) = {X—% (11 + Nz)} 27 (B — o). (4.4)

Todas estas reglas de clasificacién tienen una interpretacién sencilla. Se
cumple que:

e La regla MV asigna w a una poblacién ;, tal que la verosimilitud f; (x)
€s mayor.

e La regla de Bayes lo que tiene en cuenta es el valor mas grande de la
probabilidad “a posteriori” P (£2;/x). MV es un caso particular de la
regla B si g1 = g2 = 1/2.

e La regla M simplemente asigna w a la poblacién que tiene mas proxima.

e El primer discriminador lineal que fue estudiado, es un caso particular de
la regla M cuando Q; ~ (p;,%),i=1,2,y

/ _
6? =(x—p;) = ! (x — ;) (4.5)
es la distancia de Mahalanobis.

Todas esas reglas esencialmente coinciden en el caso particular de que las
poblaciones sean normales multivariantes N, (pt;,3;), es decir, la funcién de
densidad en ; es:

= L 1
109 = e {5 b 5 e}
con Xy = 3.

Ejercicio 4.1 Supdngase que §; es una poblacion Ny (p;,3;), i = 1,2.

1. Demuestra que, si 31 = 3o, las reglas MV, B con ¢ = g2 =1/2, M y de
Fisher, coinciden.

2. Demuestra que, si X1 # 3a, la regla MV estd basada en el discriminador
cuadrdtico

1 _ _ _ _ 1 _
Q(x) = §X/ (22 T 3 1) x +x’ (21 1#1 2 1#2) + 5“1222 1“2_

1 _ 1 1
—§H/121 g+ 5 log 12| — 5 log %] (4.6)
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4.2 La funcion de proximidad de un individuo a
una poblacion

La distancia (4.5) proporciona una medida de la proximidad o de la distancia de
X a una poblacién. Queremos generalizar esta medida haciendo uso solamente
de distancias entre observaciones, sin necesidad de trabajar con medias,
que son conceptos relativos a la poblacién.

Sea 6 una distancia sobre Q, x = (21, ..., x,) un vector aleatorio con densidad
f(x1,...,xp) con soporte S. Llamaremos variabilidad geométrica relativa a
la distancia 6, a la cantidad

1

Vo) =5 [ 6 0y) £ (01 () dxdy (47)

Vs (X) es el valor esperado de todas las interdistancias (al cuadrado). Podemos
entender Vs (X) como una varianza generalizada.

Ejercicio 4.2 Demuestra que:
1. Si X es una variable aleatoria y 6(x,y) = |x — y|, entonces

Vs (X) = var(X).

2. Si X es un vector aleatorio con matriz de covarianzas 3, y 6 = dg es la
distancia Euclidea (1.5), entonces

Vi (X) = tra (X).

Sea w un individuo de €, y x =(z1,...,2,) las observaciones de X sobre
w. Dada una distancia § sobre (2, definiremos la funcién de proximidad (o
simplemente proximidad) de w a  en relacién con X a la funcién

83 (x) = B [6* (x,Y)] - V5 (X) = /S S,y f(y)dy-Vs (X)  (48)

$% (x) es el valor esperado de la distancia al cuadrado de x (que es fijo) a y (que
es aleatorio). Como veremos en el Teorema 3.1, q[)% (x) puede expresarse como
una distancia (al cuadrado) entre x y un vector medio asociado a la poblacién.

Supongamos finalmente que tenemos dos poblaciones 21, {25 asociadas a dos
vectores aleatorios X,Y con funciones de densidad f1(x),f2(y) y variabilidades
geomeétricas Vs (X), Vs(Y). La distancia (al cuadrado) entre las dos poblciones
se define como

A2(Q, ) = /S 03 ) aly ey Vs (X) = Vo(¥).

Ejercicio 4.3 Se pide:
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1. Sea X wuna variable aleatoria con distribucidn exponencial, de pardmetro
a. Calcula la funcion de proximidad para las distancias:

a) 6(z,y) =z —yl b) 8z, y) =]z —yl

2. Sea X ~ N, (p,X). Demuestra que si 6 es la distancia de Mahalanobis,

entonces
9% (x) = (x—p) T (x — p) (4.9)
Supongamos ahora que existe una aplicacién ¢ : RP — R™, tal que
x =Y (x) (4.10)

donde dg es la distancia Euclidea (1.6). Diremos que v proporciona una repre-
sentacién FEuclidea de 6.

El siguiente Teorema generaliza (4.9), de manera que la funcién de proxim-
idad se puede interpretar como una distancia del individuo a la poblacién, y
A?(Q4,95) como la distancia entre dos vectores medios.

Teorema 4.1 Supongamos que existe una representacion Fuclidea de (€, 6) en
un espacio L (Euclideo o de Hilbert separable) con un producto escalar < .,. >
y una norma ||z||> =< 2,z >, tal que

8 (x,y) = ¢ (x) = (), (4.11)
donde ¥ (x) ,%(y) € L son las imagenes de x,y. Entonces se verifica que
% (x0) = ¥ (x0) = E (¢ (X)), (4.12)

donde xq contiene las coordenadas de un individo fijado w. Ademds se tiene que

A, 2) = B (X) - E@ ().

4.3 La regla discriminante DB

Sean ahora 21, dos poblaciones y § una funcién de distancia. ¢ es la misma
en cada poblacién, pero puede tener versiones ligeramente diferentes, digamos
61,02, cuando nos encontramos en {21, {29, respectivamente. Por ejemplo, si las
poblaciones son normales N, (p1,31), Np, (ft9, X2), ¥ consideramos las distan-
cias de Mahalanobis

5%(XaY):(X_y)IEI1 (X_Y)v

6§<X7Y) = (x_Y)IEEI (X_Y)a
entonces lo inico que cambia es la matriz 3. Lo que debe quedar bien claro es

que 6 depende del vector aleatorio X, que en general tendra diferente distribu-
cién en €7 y Q.
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Seguidamente, mediante (4.8), calcularemos las funciones de proximidad
q’)f,(b%, correspondientes a 21,{2. Sea w un individuao a clasificar en 27 o
en 9, con valores xo= X (w).

La regla de clasificaciéon DB es:

Asignar w a Q; si ¢35 (x0) < ¢35 (%) (4.13)
en otro caso, asignar w a .

Teniendo en cuenta que, si la aplicacién (4.10) existe, se cumple que

¢t (x0) = |[4 (x0) = Eq, (¢ (X))II”

¢35 (x0) = |[¥ (x0) — Eq, (¢ (X))||2 (4.14)

concluimos que la regla DB asigna w a la poblacién que tiene més préxima.
Por lo tanto, la regla DB es una regla M, pero que depende solamente de las
distancias individuales.

4.4 Propiedades de la funciéon de proximidad

Transformando la distancia 6 también se transforma la proximidad ¢*. Se
cumple:

e Si §% = ¢62, donde ¢ > 0 es una constante, entonces

~2

¢ =co? (4.15)

¢ Sid =6 + b es una transformacioén g-aditiva de 6 (ver (1.2)) entonces
¢ =¢"+0b/2 (4.16)

e Si 6% = &7 + 65 entonces
" =91+ ) (4.17)

Ejercicio 4.4 Se pide:
1. Demuestra las propiedades (4.15) a (4.17).

2. Razona que la propiedad aditiva (4.17) resulta apropiada cuando consid-
eramos dos variables independientes X,Y, y 61 estd asociada a X y 62
estd asociada a 'Y .
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4.5 La regla DB comparada con algunas reglas
clasicas

El discriminador lineal es un caso particular de la regla DB ya que se puede
expresar

L(x0) = 5 [63 (x0) — 6 (x0)] (118)

donde ¢7 (xo) se calcula tomando una distancia adecuada.
Andlogamente si consideramos la distancia

5 (xy) =x-y) S (x—y) +1log|%;] /2 x#Y, (4.19)
=0 x=y, '

entonces el discriminador cuadratico (4.6) es

[t

Q (x0) = 5 [#5 (x0) — ¢7 (x0)] (4.20)

2
Finalmente, el llamado discriminador Euclideo

/

B (x0) = |x0 — 5 (i + )| iy — ) (421)

es un caso particular del DB si tomamos la distancia Euclidea como distancia
entre individuos. F (xg) tiene la ventaja sobre L (xg) de que no exige el cdlculo
de la inversa de X.

Ejercicio 4.5 Se pide:
1. ;Cudl es la distancia adecuada a fin de encontrar (4.18)%
2. En el cdlculo de (4.21), ;cudl es la matriz de covarianzas comin a 1,0 ¢
3. Demuestra (4.20).

4. +Qué le pasarta a la distancia (4.19) si|3;| < 17 ;C6émo podemos superar
este aparente inconveniente?

Las expresiones que dan L (xg),Q (x0), F (x0), son apropiadas para vari-
ables continuas. Por ejemplo, se demuestra que L (xg) es la mejor funcién
discriminante cundo €2, es IV, (uj, Z) ,i=1,2.

Supongamos ahora que 21, son dos poblaciones multinomiales y que,
respecto a unas caracterfsticas cualitativas Aq, ..., A, (sucesos disjuntos), sus
probabilidades son

P1=Pi1,-Pim), Pik >0, d.pip=1,
P2= (P21, --sP2m), D2k =0, > por =1.
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Si un individuo w a clasificar, presenta la caracteristica Ay, con probabilidad
P1k Sl w € Q1, pog si w € s, la regla MV es evidentemente

Clasificar w a ; si p;r = max {p1g, P2k} - (4.22)
Consideremos ahora la distancia entre individuos

5? () = {( 0 fsi we Ay, W e A

4.23
P + i) si weAp wed, k#i (4.23)

que es la llamada distancia de Rao (ver Seccién 1.7) en el caso de poblaciones
multinomiales.

Los valores de las funciones de proximidad para un individuo w tal que
presenta la caracteristica Ay, son:

1—pi ,
&2 (k) = —Lik i=1,2  (k=1,...m)
Pik
Se verifica que:

min {67 (k) , ¢3 (k)} = ; (k) <= pir. = max {piy, par} (4.24)

y por lo tanto, la regla DB es equivalente a una regla MV para poblaciones
multinomiales.

Ejercicio 4.6 Se pide:

1. Demuestra que en una poblacion multinomial, la variabilidad geométrica
de la distancia (4.23) es igual a .m — 1.

2. Demuestra la implicacion (4.24)
Ejercicio 4.7 Supongamos dos poblaciones normales
Q1 = Na (py, %) Q2 = Na (g, X2)
donde p, = (0,0)', py = (1,2)".

1. Encuentra el discriminador lineal en el caso

2 1
Z31:22:(1 1)

2. Encuentra el discriminador cuadrdtico en el caso

2 0 2 1
me(i1) ==(11)
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8. Si el discriminador es lineal, la probabilidad de clasificacion errdnea pce
se define como:

pce = %P(x — Q1/Q) + %P(x — Qa/M)
Demuestra que es igual a
pee = O (—M/2) (4.25)
donde ® es la funcion de distribucion N(0,1) y
M? = (py = pg) 71 (g — 1) (4.26)
es la distancia de Mahalanobis entre 1 y Qs.

4. Calcula (4.25) bajo las condiciones del apartado 1.

4.6 La regla DB en el caso de muestras

En la préctica no disponemos de las funciones de densidad f; (x), f2 (x) para
cada poblacién, sino de dos muestras de tamanos ni,ns de las variables X =
(X1,...,Xp). Indiquemos (las representaciones Euclideas de las muestras) por

X1, Xg, ey Xy, muestra de )

4.27
Y1,¥2) 5 Yn, muestra de {29 ( )

Consideremos primeramente s6lo una poblacién. D dada una distancia 6, y
una muestra Xi, ..., X,,, una estimacién de la variabilidad geométrica (4.7) es

1
X) = 2—712252 (xi,%;) , (4.28)
/L’]

Si w es un individuo, una estimacién de la funcién de proximidad (4.8) es

9 1 n 1 n
" _ = 2 = 2
Xo) = n Zl(s (Xo, 2 Z (S Xl, j
1=

3,j=1

siendo 62 (x0,%;), © = 1,..,n, las distancias de w a las observaciones de la
muestra, donde w estd representado por la imagen xg (ver 4.10), aunque esta
suposicién no es necesaria, ya que las distancias las podemos calcular igualmente
partiendo de los datos originales.

Volviendo ahora al caso de dos poblaciones, si w es un individuo a clasi-
ficar, las estimaciones, en base a las muestras (4.27), de las dos funciones de
proximidad son (ver 4.8):

31 (x0) 252 X0, %) = 5o Z(S Xi, X;)
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1 &
o)zn—Qzé2 (Yo,¥:) = 5 o Z (yiy;) (4.29)
i=1

i,j=1

donde xq,y, son las dos imdgenes de w (ver 4.10), segin consideremos que w

pertenezca a €27 o a (). hay que insistir, sin embargo en que el conocimiento
de x¢, Yy, no es necesario, sino que solamente hacen falta las distancias entre
~2 ~
observaciones, a fin de obtener ¢y, d,.
Podemos andlogamente encontrar la versién muestral de A%(Qy,Qs) :

ni N9 n2

1
2 2 2 2
A (QhQZ nanZZ‘s Xz;yj 2 2 Z o Xza Z 6 (Yiayj)~
=1 j=1 i,j=1 i,j=1
(4.30)
La regla de clasificacién DB es entonces:
Asignar w a Q; si ng = min {ai, @2} (4.31)

El siguiente teorema nos demuestra que podemos entender (4.31) como una
regla M, cuando la citada representacién existe.

Teorema 4.2 Supongamos que en dos espacios Euclideos (posiblemente difer-
entes) podemos representar w y las dos muestras como

p q
X0, X1, Xg, s X, ER Y0, ¥1: Y2 - Yn, € R

respectivamente. FEntonces se cumple que

b =% (x0%) by =d (yo3) (4.32)

ni

donde X = (Z x;)/ N2, y = (Z vi)/ ma son los centroides de las representa-

ciones Euclzdeas de las muestms

Como consecuencia del Teorema 3.2, podemos formular la regla DB como
sigue:
Clasificar w a Q si d% (x0,X) < d% (y0,¥)

en otro caso a )s. (4.33)

Por lo tanto, asignamos w a la poblacién que estd més préxima.
Ejercicio 4.8 Sea Ay = (8;;) la matriz de distancias ny xny entre las muestras
de la primera poblacidn. Sean 61,02, ...,0n, las distancias de un individo w a

cada uno de los elementos de la muestra. Se pide:

1. ;Cémo podemos encontrar una representacion en los términos del Teorema
3.29



42 CAPITULO 4. ANALISIS DISCRIMINANTE DB

2. Demuestra que si podemos expresar

6 = (xi=x0) (xi—x0) =1 m
6% = (xi=x;) (i=%;) i =L

entonces

i 85 = 2my i (x,—X)' (x;—X)
1=1

ij=1

3. Utiliza este resultado para probar que
~2 2 _
¢, = df (%0,X) .

4. Escribe las expresiones correspondientes a la sequnda poblacion y razona
por qué X es posiblemente diferente de yy.

Ejercicio 4.9 Tenemos dos poblaciones 2y, Qs y una muestra de cada poblacion.
respecto a tres variables mixtas, las matrices de distancias entre 5 individuos de
la muestra 1 y de la muestra 2, de cada una de las poblaciones respectivamente,

son:

0 1 0 1
0 0

O N =
O NN

AIZ AQ:

O~ = W
N DN Ot Ot
S W ww
U =

0

o

Las distancias de un individuo w a clasificar a cada una de las muestras son
(3,2,3,1,2) (3,2,1,2,3)

Clasifica w.

4.7 Ventajas del método DB

El método de discriminacién DB no necesita conocer las funciones de densidad,
que a menudo es dificil o imposible de determinar si los datos son mixtos. DB
depende solamente del conocimiento de una distancia entre individuos. Para
variables mixtas, una eleccién adecuada es la (1.12), basada en el indice de
Gower.

Observa que una vez que hemos calculado las distancias, la estimacién de
las funciones de proximidad (4.29) es muy sencilla.

En resumen, el método DB:

e Es equivalente al discriminador lineal (4.4) si tomamos la distancia de
Mahalanobis. Es facil ver que una variante de esta distancia proporciona
el discriminador cuadrético (4.6).



4.8. DISCRIMINACION EN EL CASO DE VARIAS POBLACIONES 43

e Puede abordar variables binarias utilizando (por ejemplo) el coeficiente de
Jaccard.

e Puede abordar variables nominales (secuencias de ADN, palabras de un
idioma...) mediante la distancia de tipo matching coefficient (coeficiente
de coincidencia).

e Puede abordar variables mixtas, considerando el coeficiente de Gower.
e Admite un tratamiento sencillo de datos faltantes.

e Como solamente depende de las distancias, podemos tratar el caso de que
tengamos mds variables que individuos en alguna de las muestras.

El método DB fue propuesto por Cuadras (1989, 1991) e ilustrado con ejem-
plos en Cuadras (1992). Los Teoremas 3.1 y 3.2 estdn demostrados en Cuadras,
Fortiana y Oliva (1997), trabajo que contiene otros ejemplos aplicados.

Ejercicio 4.10 En un estudio de cincer que afecté a 137 mugjeres, se consider-
aron 11 variables (7 continuas, 2 binarias y 3 categdricas) capaces de clasificar
un tumor en benigno o maligno. En un primer grupo de nq = 78 mugjeres resulto
benigno, mientras que en otro grupo de ny = 59 mujeres el tumor era maligno.
Con los datos del fichero glmk1.dat, calcula el nimero de errores de clasifi-
cacion, utilizando los discriminadores lineal (4.4), cuadrdtico (4.6) y Euclideo
(4.21), asi como la regla DB con la distancia de Gower. sQué discriminador
clasifica mejor? (los datos se encuentran también en el fichero ejercici.dat).

Ejercicio 4.11 Supongamos que la matriz de covarianzas X es singular, es
decir, existen combinaciones lineales entre las variables.

1. Razona entonces que (4.21) puede ser un discriminador adecuado.

2. Ezplica que, en general, el método DB seria aplicable en tal situacion de
singularidad.

4.8 Discriminacién en el caso de varias pobla-
ciones

Supongamos que disponemos de g > 2 poblaciones ), ...,{2;, y muestras de
tamanos ni, ..., ng para cada poblacién, y que en relacién a p variables (posible-
mente mixtas) y a una distancia §, hemos calculado las funciones de proximidad
quSi (w), ...,;ji (w) correspondientes a un individuo w a clasificar (véase (4.29)).
La generalizacién de (4.31) es inmediata, asi que la regla DB para g > 2 pobla-
ciones es:

Asignamos w a 2; si qu512 (w) = min {quSi (W), &;j (w)} (4.34)
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Se puede probar un resultado similar al Teorema 3.2. Por lo tanto la regla
DB clasifica w a la poblacién que tiene més préoxima.

Finalmente, si x (k) ,...,x (kj)m representa una muestra de g, utilizando
la siguiente distancia (al cuadrado) entre cada par de poblaciones €y, Q-

2 /! 1 2 / !/
A (b k) = ijé (x (k), ,x (k )j) Vi (k) — Vs (k') (4.35)
donde Vj (k) es la variabilidad geométrica de €, tenemos la posibilidad de rep-
resentar las g poblaciones por andlisis de las coordenadas principales sobre la
matriz de orden gx g , de distancias (A (k, k)). Este método de andlisis candnico
generalizado, que utiliza solamente distancias entre individuos para obtener dis-
tancias entre poblaciones, y que por consiguiente puede manejar datos mixtos,
se puede combinar con la discriminacién DB (Cuadras, 1991; Krzanowski, 1994;
Cuadras, Fortiana y Oliva, 1997). Cabe finalmente mencionar que, mediante
distancias y en general funciones simétricas, se pueden construir funciones de
densidad de probabilidad y que la cota inferior de la variabilidad geométrica es
la entropia de Shanon (véase Cuadras, Atkinson y Fortiana, 1997).

Ejercicio 4.12 Se pide:

1. Demuestra que el andlisis candnico generalizado se reduce al andlisis candnico

de poblaciones (Seccion 1.10) cuando la distancia entre individuos es la
de Mahalanobis, es decir, prueba que (4.35) se reduce a (1.20).

2. Con los datos del fichero mardtot.dat, que corresponde a 7 grupos de es-
tudiantes en relacion a 2 variables miztas (Mardia, Kent y Bibby, 1979, p.
294), realiza una representacion candnica generalizada con la distancia de
Gower. (Los datos pueden encontrase también en el fichero ejercici.dat)



Capitulo 5

Asociacion DB y prediccion
multivariante

5.1 Relacionando dos conjuntos de variables

Supongamos que sobre un mismo conjunto finito Q = {wy,...,w,}, se tienen
dos conjuntos de variables X e Y, posiblemente mixtas. Nuestro propdsito es
relacionar ambos conjuntos a través de la definicién de medidas apropiadas de
asociacion.

Si se dispone de dos matrices de datos cuantitativos X e Y, de 6rdenes p xn
y q X n, resultado de observar p y ¢ variables sobre n individuos, con matrices
de correlaciones

X Y
X Ri1 Ry
Y Roi Ra

un método bien conocido es el andlisis de correlaciones candnicas. En
sintesis, este método multivariante resuelve las ecuaciones en autovalores

RisR,; Roja; = 72Ryja; (5.1)
Ro1 R Riob; = 77Ragob; i =1,...,m = min(p,q). ’

Estas ecuaciones también pueden resolverse empleando las matrices de covari-
anzas, con los mismos resultados.
Los vectores propios a;, b;, se denominan vectores candnicos y

U,=a/X, V,=blY, i=1..m,

son las variables canénicas cuyas correlaciones, llamadas correlaciones canoni-

cas,
ri =corr(U;, V;), i=1,...,m

son las raices cuadradas de los valores propios

T%ZTSE"'2T2 (52)

m*

45
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La primer correlacion candnica 71 es la méxima correlacion entre una funcién
lineal de X y una funcién lineal de Y. Las variables canénicas Uy, ..., U,, son
incorrelacionadas, asi como V1q,...,V,,.

Medidas globales de asociacién pueden basarse en (5.2), por ejemplo:

07 =] (5.3)
i=1

m

03 =1-J[—-rD) (5.4)

i=1

Si se consideran las matrices de covarianzas
X Y
X Si1 Si2
Y So1 So

otra medida de asociacién (Escoufier, 1973) es:
RV(X,Y) = tr(Sn1S12)/(tr(ST)tr(83)) "/ (5:5)

Si se trabaja con las matrices de correlaciones, esta medida se reduce a

RV(X,Y) = (i r§> /m. (5.6)

RV(X,Y) estd relacionada con el llamado estadistico Procrustes R?, que mide
el grado de ajuste entre dos matrices:

R? =1 — {tr(X'YY'X)Y2}2/{tr(X'X)tr(Y'Y)}.

Es también interesante el coeficiente del vector alineacién de Hotelling

‘ S11 Si2 ) )
S S S11] S22 —S21817'S
K- 21 922 | _ | 11\| 22 21971 12| :H(l—ﬁ?)a
[S11] S22 S11] S22 P

que proporciona el llamado coeficiente del vector de correlacion:

P

R, =1-K=1-]Ja-r.
i=1

Ejercicio 5.1 Se pide:
1. Demuestra que las dos ecuaciones propias (5.1) tienen los mismos valores
propios.
2. Comprueba que 0 < 9? < 1 y discute los casos 9? =0y 93 =1.
La asociacién entre variables categéricas puede ser determinada empleando
dual scaling o andlisis de correspondencias, un método que presenta una clara

relacién con el de anélisis de correlaciones candnicas (Mardia, Kent y Bibby,
1979, p.237-239 y 290-293; Greenacre, 1984).
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5.2 Relacién DB entre variables mixtas

Supongamos que sobre un mismo conjunto 2 = {w1,...,wy} se han observado
dos conjuntos de datos mixtos M7, M5. Se desea relacionar M; con Ms. Una
forma de lograrlo es haciendo una extensién de la regresién DB. Suponiendo que
se dispone de una funcién de distancia 6, que con los datos M; y My proporcione
dos matrices n x n de distancias, Ay = (6;;(1)), Az = (6;5(2)). Sean By, By las
correspondientes matrices de productos internos (Teorema 1.2) y consideremos
las descomposiciones espectrales:

B, =U;A U} By =UyA,UY,
que proporcionan las matrices de coordenadas principales
X =U,A? v =U,AY2

Entonces M7, Ms pueden representarse mediante las matrices cuantitativas X, Y.
Empleando las filas de X, coordenadas principales relativas a A7, se puede
representar {2 en un espcio Euclideo de menor dimensién. Las filas de U; se
denominan coordenadas estindar (Greenacre, 1984). Similarmente, las coor-
denadas principales Y, también nos permiten representar {2 y las coordenadas
estandar son las filas de Us.

Para asociar M7 con Ms, a través de la relaciéon de X con Y, primeramente
se deben seleccionar las principales dimensiones predictibles de las columnas de

X=[X1,...,.Xm] Y=[,...,Yn,]

donde my = rang(B1), ma = rang(Bs).
Podemos introducir dos coeficientes ¢, (k), ¢, (k) tales que ¢;(0) = ¢,(0) y,
para k > 0,

ca(k) = Yo, Y/B1Y;/tr(ByBy)
i (5.7)
¢y(k) = 2oy XiB1Xi/tr(B1By)

que satisfacen
0<cy(k) <1, 0<c¢y(k)<1l, k=0,1,2,... (5.8)

En la prediccién de Y, una dimensién i+ 1, sea X; 11, es no predictiva si ¢, (i) =
¢z (1 4+ 1). La dimensién de corte es mj tal que ¢, (i) esté cercano a 1, o bien
que ¢, (%) brinde un valor estable para ¢ > mj. Un argumento similar se puede
sostener para el caso de predecir X a partir de Y.

Un gréfico conjunto de los puntos

(k,co(k)),  (kyey(k), k=0,1,2,3,...

puede ayudarnos a decidir cémo y cuantas dimensiones deben ser seleccionadas.
Supongamos ahora que hemos seleccionado p y ¢ dimensiones principales y
conservemos la notacién

X=[X1,..,X,] Y=[V,....Y)], (5.9)
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es decir, las columnas de X,Y contienen los vectores propios seleccionados de
B;1,B,. Las correspondientes coordenadas estdndard pueden ser también indi-
cadas como Uy, Us. Podemos suponer p < gq.

Una medida global de asociacién es, entonces

n? = det(U} U, ULUY), (5.10)

que indicaremos por 7?(X,Y).
Este coeficiente satisface las siguientes propiedades:

—_

L 0<A(X,Y) =93(Y,X) < 1.
2. 2(X,Y) = det(X'YY'X)/[det(X'X) det(Y'Y)].

3. 7*(X,Y) no depende de las matrices X,Y que dan lugar a las distancias
A, As.

4. m(y,x) = n?(y,x) donde r es el coeficiente de correlacién simple entre los
vectores de datos x e y.

5. R*(y,X) = n*(y,X) donde R es el coeficiente de correlacién muiltiple
entre y y la matriz X.

6. Sirj, 7 =1,---,p son los coeficientes de correlaciénare canénical entre X
e Y, entonces
P
2 2
(X, Y) = H T
j=1

Ejercicio 5.2 Se pide:
1. Prueba que los coeficientes (5.7) satisfacen (5.8).
2. Prueba las cinco primeras propiedades del coeficiente n?(X,Y).
3. Prueba que RV(X,Y) en términos de distancias se puede escribir como
RV(X,Y) = tr(ByBy)/(tr(B?)tr(B3))"/2.
5.3 Predicciéon con correlaciones canénicas

Consideremos las matrices X, Y que contienen las dimensiones principales pre-
dictivas (5.9). Las matrices de covarianzas correspondientes a X,Y son (omi-
tiendo la constante n):

Sll = A1 822 = AQ Slg = X/Y (511)
La matriz de corrrelaciones entre X e Y es

R, = U/ U,, (5.12)
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donde Uj, Us son las coordenadas estandar. A partir de (5.1), empleando las
matrices de covariancias, los vectores y correlaciones canénicos son las soluciones
de las ecuaciones propias

X'YA; "Y' Xa;=r?Aa;

(5.13)
Y'XA['X'Yb;=r?Asb;
Las relaciones entre las matrices y los vectores canénicos
A:[al,...,ap} B:[bl,...,bp}
son
A =A7'X'YBD,;! B=A,'Y'XAD;"’ (5.14)
donde D, =diag(r1,...,r,) contiene las correlaciones canénicas. Dichas cor-

relaciones canénicas pueden también obtenerse a partir de las matrices de cor-
relaciéon. Como Rj1= Roy=1, de (5.1)

R12R21ai=7“i2ai (515)

Por lo tanto la medida global (5.10) se puede expresar como

p
=] (5.16)

i=1
Ejercicio 5.3 Se pide:
1. Demuestra que las dos ecuaciones (5.13) proporcionan los mismos valores
pPropios.
2. Demuestra las relaciones (5.14) y prueba (5.16).
3. Ezxpresa el coeficiente K de Hotelling en términos de Ay, Ao, Uy, U,.

Ejercicio 5.4 La tabla 5.1 relaciona paises segin que la relacion comercial sea
significativa (tabla inferior, 1 silo es, 0 si no lo es) con el nimero de articulos
cientificos publicados conjuntamente (tabla superior). Calcula el coeficiente de
asociacion n?.

La prediccién canénica de Y a partir de X es
Y = XAD,B! (5.17)

es decir, Y esla proyeccién de Y (proyeccién ortogonal de Y en X).
Finalmente vamos a predecir Y sobre un nuevo individuo. Sea éste wy 1

con distancias (al cuadrado) 62,...,62%, a cada uno de los n individuos de €

obtenidas a partir de las variables explicativas X. Sea b el vector columna que

contiene los términos de la diagonal de B;. Indiquemos

d=(67,...,62).
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USA Spa Fra UK. Ital Ger Can Jap Chin Rus
USA 63446 692 2281 2507 1642 2812 2733 1039 1773 893
Spain 1 8597 473 347 352 278 163 69 104 177
France 1 1 17155 532 916 884 496 269 167 606
U.K. 1 1 1 12585 490 810 480 213 339 365
Ttaly 0 1 1 0 13197 677 290 169 120 512
Germany 1 1 1 1 1 16588 499 350 408 984
Canada 1 0 0 1 0 0 7927 228 601 204
Japan 1 0 0 0 0 0 1 20001 371 193
China 1 0 0 0 0 0 1 1 39140 64
Russia 0 0 0 0 0 0 0 0 1 18213

Tabla 5.1: Realcién comercial (1 si es significativa, 0 si no lo es) y relacién
cientifica (niemro de articulos de matemadticas o estadisitica en colaboracién
durante 1996-2002) entre diez paises.

Entonces la férmula de anadir un punto

1
X :§A;1X’(b —d) (5.18)
nos brinda las coordenadas x = (z1, . .. ,:cn)' de wyp+1. La prediccién de y dada
x es entonces ¥,11 = (y1,..-,¥p) tal que

Yot1 =3(b—d)XA;'AD,B™!
(5.19)
=1(b-d)XA;'X'Y

Existen diversos procedimientos posibles para predecir las variables mixtas
M, dados los valores M7 = mq, a partir de (5.19). Un camino muy simple
consiste en asignar la informacién mixta my, de un individuo w; con coordenadas
y; tal que

A (Yi, Yn+1) = min {de(Yi, Un+1)s - - - dEYns Unt1) }

donde dg es la distancia Euclidea.

5.4 Planteamiento mediante related MDS

Otro camino para combinar la informacién dada por dos matrices de distancias
Ay =(61(i,7)), Ag = (62(1, 7)) es definir una distancia conjunta 12 que extraiga
la redundancia entre ambos conjuntos de variables mixtas.

Sean x;,y; los vectores de coordenadas (filas), obtenidos a partir de las
distancias A, Ay respectivamente. La matriz de distancias conjuntas Ao =
(612(4, 7)) se define como

6%2(27]) = 6%(%]) + 6%(1’]) - Tl2(iaj) (520)



5.4. PLANTEAMIENTO MEDIANTE RELATED MDS 51

donde L U
T12(6,5) = (xi — ;) A PXY AL P (yi — ;) (5.21)

Algunas propiedades de 12 son:

1. Si 61 =0, entonces 612 = 5.

2. Si 65 = 0, entonces 612 = 8.

3. Si 61 = b9, entonces 615 = 61 = 6.

4. Si 61,69 son ortogonales, es decir S15 = XY = 0, entonces 65, = 67 + 65.

5. Sié2(i,7) = ¢, i # j, donde ¢ es una constante, entonces 612 y 61tienen la
misma preordenacién.

6. Si 01 y 02 tienen un eje principal comin k, entonces d12 conserva este
mismo eje, con valor propio asociado

Ae = A1) + Ae(2) — (AR(1)A(2)Y2, (5.22)
donde A (1), A\x(2) son los valores propios relacionados a 81, 65.

Las propiedades anteriores demuestran que 612 no cambia si las distancias
son iguales, es una distancia aditiva en condiciones de ortogonalidad, preserva
los ejes principales comunes, etc. El término 715 encierra la redundancia entre
los dos conjuntos de datos.

La matriz de productos internos relacionada a 615 es

1
Bio= BI+B2—§(B}/2B§/2+B§/QB}/2) (5.23)

donde B'/2 = UA'/?U’. Las coordenadas principales conjuntas Z se obtienen
a partir de
By = UppA Uy, = 27/ (5.24)

siendo
Z = UppAL) (5.25)
Una interpetacion de igualdad y ortogonalidad considerando las coordenadas
Z es:
e Si by =6y, entonces Z=X=7Y.

e Si 81 y 62 son ortogonales, entonces Z = [X,Y].

La representacion de €2 a través de las coordenadas conjuntas Z, es la llamada
representacién mediante related metric scaling de €. Véase Cuadras y Fortiana
(1997a), Cuadras (1998).

Si Vuy, V,, V, son las variabilidades geométricas (véase (3.1)) correspondi-
entes a 012, 01, 02, entonces se puede probar que

V<V, +V, (5.26)
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Introduciendo la razoén

VIy tI(Blg)
= = 3 5-27
otra medida de asociacién global es
a=2(1-¢) (5.28)

con las siguientes propiedades:
1. 0<a<.
2. Si 61 = b9, entonces V,, =V, =V,, a=1
3. Si 61 y 62 son ortogonales, entonces V,, =V, +V,, a=0.

4. Normalizando By y By de modo que tr(B;)=tr(Bz)=tr(A?) =tr(A3) = 1,
entonces o = tr(U; A; U UsA5UY).

Un cuadro resumen de las mediadas de asociacién basadas en distancias
en funcién de las coordenadas estdndard U, U, y las matrices de productos
internos By, By es el siguiente:

7]2 = det(UllUQUéUl)
RV =tr(ByB,)/(tr(B})tr(B3))Y/?
« :2[1 - t’l’(Blg)/t’l‘(Bl + BQ)]

Para més detalles y generalizaciones, véase Cuadras y Fortiana (1997b), Arenas
y Cuadras (2004).

Ejercicio 5.5 Se pide:

1. Demuestra que (5.23) es la matriz de productos internos relativa a la dis-
tancia conjunta (5.19).

2. Demuestra (5.26) y las propiedades de o, véase (5.28).
3. Demuestra la formula a = tr(U; AU U2A5UY).



Capitulo 6

Comparacion DB de
poblaciones

6.1 Comparando dos conjuntos de datos mixtos

Sean dos poblaciones 1, y & un vector aleatorio mixto con valores en Sg¢.
Supongamos que se dispone de dos muestras de tamano adecuado ny y ng prove-
nientes de 7 y Q2. Sobre la base de &€, ambas muestras proporcionan dos con-
juntos de datos My, M,. Sea 6 una funcién de distancia en S¢, que nos brinda
las distancias entre observaciones &, posiblemente diferentes segiin que los indi-
viduos provengan de §2; o 22 (véase Seccién 3.3) y supongmos que se dispone
de dos aplicaciones (embeddings)

V;:S¢—L 1=1,2.

donde L es un espacio Euclideo (o de Hilbert), que satisface (4.11). ¥; depende
de Qi,i = 1, 2.

El problema consiste en comparar la distribucién de € en €23 con la distribu-
cién de € en g, sobre la base de M1, M, y la distancia 6. Esta comparacion se
realiza comprobando si podemos aceptar la hipétesis nula

Ho : B(W1(€)) = B(W5(€)) (6.1)
Suponiendo que mediante 6 y calculando las distancias sobre la base de los datos
M, M,, se obtienen dos matrices n; X n; de interdistancias A1, Agg, asi como
la matriz n; X no de interdistancias Ai1s. Nuestro propdsito es encontrar un
procedimiento DB para decidir sobre un test del tipo

H() . A2(Ql,92) = O,

donde A?(91,95) es una medida de distancia entre las dos poblaciones.

53
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6.2 Planteamiento mediante coordenadas prin-
cipales

Si consideramos la matriz de superdistancias
A A
A =
( Ao Ag
vy Z = UAY? es la correspondiente matriz de coordenadas principales parti-

cionada como
z—| &
=1z,

donde Z1(ny x p) se relaciona con A1, Za(ne X p) se relaciona con Agg. Las
distancias Euclideas entre las filas de Z; y las filas de Zs reproducen Ai;. Se
puede suponer que la dimensién efectiva p ha sido obtenida, empleando las ideas
de la Seccion 4.5.

Z1 y Z5 se pueden interpretar como dos matrices de datos “independientes”,
relacionadas con My, M,, con vectores de medias z, z> y matrices de covarianza

S1,Ss.
Sea
Bii B2
B =
( Bo1 Ba
la matriz de producto interno relacionada con A. Entonces B = ZZ' y los
vectores de medias de Zq, Zs verifican las restricciones

77/121 —|—TL222 = 0,

y
lez2 = B12- (6'2)
Una test para decidir Hy puede basarse en el estadistico
T2 = (21 — 22)' V1 (Z1 — Z2)
donde
V = (n1S1 +n2Se) = Z,Z1+Z5Zs = A,
Asi

(71 —72)' A" (7 — Z2)= |[a—¥|
donde u y Vv son los vectores de medias de las correspondientes coordenadas
estdndard.

En general, la distribucién de T serd desconocida. Un test de permutaciones
consiste en obtener las
(n1 + na)!

N =
711!712!
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permutaciones de las filas de Z, obteniendo los diferentes T} y ordendndolos
T?< ... <T}<...<T%
donde k se relaciona con el nivel de significancia o mediante

N —k
My

N

Decidimos entonces aceptar Hy si T¢ < T7 y rechazar Hy si T¢ > T¢7. Si N
resulta demasiado grande, podemos tomar N’ < N permutaciones y proceder
con los N’ valores obtenidos.

Un tests alternativo podria estar basado en

mnz  _ — /= _
E? = Z1 — Z2) (Z1 — Zo).
n1+n2(1 2) (21 — 2)
Cuando la distancia es tipo Mahalanobis, se puede probar que este test es equiv-
alente a un test basado en la distancia (4.30).

Teorema 6.1 Sean xi,...,X;, ,Y1,,---,Y¥n, muestras multivariantes, filas de
las matrices de datos X,Y, con vectores de medias X, . Supongamos que las
distancias (al cuadrado) entre observaciones vienen dadas por

d*(a,b) = (a—b)M *(a—b), (6.3)
donde a,b € {X1,...,X,,¥1,,---,¥Yn,} ¥ M es una matriz definida simétrica
definida positiva. Sea

~ 1 & - ~
A%(Qy, Q) = — SO P (xiyy) = Va(X) = Va(Y)
i=1 j=1

una medida de distancia entre las dos poblaciones. Entonces:
A1, 0) = (71— 5) (71 — %) =X -7V M (X - ).
Ejercicio 6.1 Se pide.

1. Determina la distribucion de T cuando ; ~ Np(p;, ) i =1,2 y puy =
Ha-

2. Demuestra (6.2).

3. Sugiere una alternativa para T¢.
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6.3 Planteamiento mediante funciones de prox-
imidad

Sean ¢?, ¢2 las funciones de proximidad, véase (4.14). Bajo Hy : Q1 = Q se
tiene que ¢? = ¢3. Por lo tanto bajo Hy se puede asignar un nuevo individuo a
Q1 0 a Qs con la misma probabilidad. Sin embargo, las funciones de probabilidad
estimadas serdn diferentes, pero se tiene

~2 ~2 1 .
P(g)(x) < ¢p(x) [ Qi) =5 =12 (6.4)
Supongamos que con muestras Xi,...,Xnp,,¥Y1,---,¥Yn, de 1,s, respectiva-

mente, hemos obtenido los siguientes valores de las funciones de proximidad:

~2 ~2 ~2 ~2
Muestra ¢, o | Muestra ¢, ol
X1 ail ai2 Y1 b1 b2

Xnq (n1 An,2 Yno bnzl bn22

Proponemos dos métodos a partir de los valores a;;, b;;.

6.3.1 Prueba ji-cuadrado

Las asignaciones son:
X;— 1 81 a1 —app<0
X; — Qo si aj1 —ap >0
yi = Q1 si bj —bip <0
yi =2 si by —bip >0

y dado que, si 01 = (o,
P(ail < aig) = 1/2, P(bﬂ < big) = 1/2,

si ny; es la frecuencia de individuos de §2; asignados a §2;, obtenemos la siguiente
tabla de frecuencias observadas y esperadas

Observadas Esperadas

| Q| O Qy
Ql n1/2 n2/2
Qg ny /2 n2/2
donde 1 = n11 +n12, N2 = N2 + n22. Entonces el estadistico
2 _ (n11 —n1/2)* (2 —n1/2)® | (no1 —ne/2)* | (ngy —ny/2)?
TL1/2 711/2 TLQ/Q 712/2

ni1 n12
n21 n22

sigue una distribucién ji-cuadrado con 2 g.l. y puede utilizarse para contrastar
Hy.
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6.3.2 Prueba de Mann-Whitney

Sean
X:(Il*aQ, Y:blib27

es decir, X,Y son las diferencias de los valores de las funciones de proximidad
para la primera y segunda poblacién. Entonces si

Z=Y-X

Si Q1 =0y E(Z)=0,
Podemos entonces utilizar el test de Mann-Whitney para comparar las dos mues-
tras
T; = Q1 — A42, i:l,...,nl, yj = jlfbjg, j:l,...,ng.

Ejercicio 6.2 A partir de los datos mixtos sobre cdncer del ejercicio 3.2, com-
para los grupos de ny = 78 (benignos) y no = 59 (malignos) aplicando:

1. Andlisis de coordenadas principales.

2. Funciones de proximidad.

6.4 Comparando muestras miiltiples

Supongamos que Dy, ..., D4 son g > 2 conjuntos de datos independientes prove-
nientes de las poblaciones IIy,...,II;. Los datos pueden ser de tipo general
(cuantitativos, cualitativos, nominales, mixtos). Estamos interesados en el test

H()Z le"‘:Hg.

Bajo Hy todos los datos provienen de una misma distribucién yacente.
Empecemos suponiendo que mediante una funcién de distancia entre obser-

vaciones, podemos obtener las matrices de intra-distancias Ajq,..., gy, y la
matrices de inter-distancias Aqs,..., Ay_14. De este modo tenemos la matriz
n x n de distancias
Ay o Ay,
A= oo
Agl e Ayg

donde A;; es n; X nj,siendo n =mny +--- 4 ng.
Seguidamente obtenemos, via anélisis de coordenadas principales, las matri-
ces G y X tal que G = XX'. Expresamos la super-matriz X como

X1
X= :
Xy

Las distancias Euclideas entre las filas de X; y X;/ proporcionan A;;. Asi

las matrices Xi,...,X, representan los g conjuntos de datos mixtos, que a
continuacién compararemos para contrastar Hy.
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6.4.1 Particiéon de la variabilidad geométrica

Las filas x1,...,x, de cualquier matriz X de datos multivariantes de orden
N X p verifican
Y Yo (i —xin)(xi =3 = 2NN (ki X~ %) (6.5)

donde x = N1 Zfil x; es el vectorde medias.
Supongamos ahora g matrices de datos Xi,---,X,, donde cada X; es de
orden n; x p. Recordemos la identidad T = B + W, donde

B =3 X X)X — %),

W =30 DT (ki — Xk ) (Xki — X)),

T =300 2 (xke — X)(xks — X),
siendo n =ny + - - +ny. Aqui x},; es una fila X;, con media Xj, y X es la media
general. T, B, W son las matrices total, entre muestras y dentro de muestras,

respectivamente, utilizadas en MANOVA.
e (6.5) btenemos:

T =30 et it (Xki — Xnir ) (ki — Xnar)!
=203y 2ot (ki — %) (ki — X',
B =320 ey (R — Xn) (X — %)’
=200 k(X — X) (X — %),
Wi =300 (Xki — Xpir) (ki — Xpar)/

= 2np 300" (Xki — Xk ) (ki — Xi)'s

que prueba la siguiente identidad con matrices construidas con diferencias entre
observaciones y entre medias:

g
T=B+n) n;'W, (6.6)
k=1

donde T,B y W;, son matrices p X p.

Podemos descomponer la variabilidad de forma similar. Recordemos que la
variabilidad geométrica de una matriz n x n de distancias A = (§;;+), con matriz
de productos internos G, se define como

Vi= 5> S ek = u(@)/n

i=14'=1

siendo 6%, = (x; — xy)'(x; — Xi). Vs es la version muestral de (4.7).
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Tomando ahora trazas en (6.6) obtenemos

tr(T) = tr(B) +n »_ ny ' tr(Wy).

k=1
Expresamos esta identidad como
g
Vs(total) = Vs(entre) +n~* Z ngVs(dentro k). (6.7)
k=1

Ejercicio 6.3 Probar las identidades (6.6) y (6.7).

6.4.2 Tests con coordenadas principales

Las identidades (6.6) y (6.7) sirven de base para construir un test que com-
pare varias poblaciones. Dados g conjuntos de datos independientes Dy, ..., Dy,
podemos obtener la supermatriz de distancias A y las coordenadas principales
X1,...,X,. Seguidamente obtenemos B y T y calculamos dos estadisticos para
contrastar Hy:

a) v, = det(T — B)/ det(T),

b) 74 = Vs(entre)/Vs(total).

Ambos estadisticos toman valores entre 0 y 1. Valores pequetios de v; y
valores grandes de 75, respectivamente, proporcionan evidencias en favor de
la hipétesis alternativa. Obsérvese que v, = tr(B)/tr(T) is un estadistico
basado en la llamada entropia cuadratica, siendo utilizado en ANOQE (analy-
sis of quadratic entropy), una generalizacién de ANOVA (analysis of variance).
ANOQE fue propuesto por C. R. Rao en varios articulos. Obsérvese también
que la distribucién de v, es Wilks si las poblaciones son normales multivariantes
con la misma matriz de covarianzas.y tomando la distancia Euclidea.

Excepto para datos multinormales y algunas otras distribuciones, la distribu-
cién muestral de v; y v, es desconocida La distribucién asintética implica se-
cuencias de pardmetros auxiliares, que han sido hallados para distribuciones muy
especificas (véase Cuadras y Fortiana, 1995; Cuadras y Lahlou, 2000; Cuadras
et al., 2006). Liu y Rao (1997) derivan la distribucién bootstrap de Vs(entre).
Otra opcién consiste en el uso de métodos de remuestreo, como el test de per-
mutaciones, segin se ha visto en la Seccién 6.2.

6.4.3 Tests con funciones de proximidad

Otro test, que evita el uso del remuestro, se obtiene mediante funciones de
proximidad y estadistica noparamétrica. Fijémonos primero que, con datos
cuantitativos y la distancia de Mahalanobis, las funciones de proximidad son

¢26 (XaHk):(X_u‘kyEil(x_“k)v k=1,....9.

Tales funciones son la misma bajo Ho : p; = -+ = p,.
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Supongamos en general que Xi1,...,X;,, Tepresentan las n; observaciones
de II; y que w es un nuevo individuo con coordenadas x. La versién muestral
de la funcién de proximidad (4.8) es

~2 1 &
¢ (%) o Z-E,l 6% (x,%q;) — Vs(dentro 1),

deonde é(w,w1;) = 6(x,%;;). Notese que no necesitamos encontar los vectores x
con las coordenadas. -

Similarmente se obtienen ¢, (x), etc. No obstante, bajo Hy todas las fun-
ciones de proximidad poblacionales son la misma funcién Asi, podemos trabajar
con la las funcién de proximidad global

g

1 g

~2
¢ (x)= - ZZ(SQ (x,x,,) — Vs(total).
g=11i=1
If agi = aQ (x4i) = ||xgi—X||?, donde x4; proviene de II;, obtenemos los val-

ores de proximidad (calculados utilizando solo distancias) para cada poblacién:
Hl A1l -5 Alngy T Hg : agl,...,agng.

Bajo Hy los valores ay; siguen (approximadamente) la misma distribucién.
Podemos entonces aplicar el test noparamétrico de Kruskal-Wallis para aceptar
o rechazar Hj. Este test esd basado en el estadistico

12 7. R2
H= o) e 20+,

donde los n valores ay; se ordenan y R, es la suma de los rangos correspondientes
a los valores en Il,;. El estadistico H ies asintéticamnete ji-cuadrado con g — 1
g.l. Véase Cuadras (2000).

Ejercicio 6.4 Con los datos Iris de R. A. Fisher, donde g =3 y p = 4, com-
parar las tres poblaciones utilizando:

1. La distancia euclidea.

2. La raiz cuadrada de la distancia “valor absoluto”, véase (1.8).
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Distintividad

Se entiende por distintividad, el problema discriminante que consiste en averiguar
si un individuo pertenece a una de entre dos poblaciones conocidas (o a una com-
binacién lineal convexa de ambas), o por el contarrio pertenece a una tercera
poblacién, posiblemente desconocida. Por ejemplo, en un experimento agricola
en el que se obtiene una nueva variedad de planta, interesa saber si pertenece a
una especie conocida o en cambio debe considerarse una nueva especie.

7.1 Planteamiento bajo normalidad

Supongamos que nuestros datos pueden provenir de tres poblaciones §2;,7 =
1,2,3. En relacién a un vector aleatorio X, cada poblacién es normal: €; ~
Np(p;,3). Se necesita decidir si X estd relacionada con Q1,22 (dos poblaciones
conocidas) o con {23 (una nueva poblacién desconocida).

Suponiendo que x es una observaciéon de X. Se desean contrastar las hipdte-
sis:

Hy : x proviene de Np(ap; +Buy %), a+p=1 (7.1)
Hy, : x proviene de Np(us,>).

Rechazar Hy significa que x proviene de una nueva poblacién 3 no rela-
cionada con 21, s, las poblaciones de las que poseemos informacion.
Bajo Ho(a=1),H{(8 =1),H](a+ 8 = 1), se cumple que:

()2 g — 1))? a2
Drlx) = (o — p1)' S (pg — py) x (7-2)
x) = (=)' 2" (g — 111))? 2
Ualx) = (g — b)) 7 (g — 1) u (73)
Wi(x) = (k=)' 7 (x—p1y) = Ui (%) ~ x5 (7.4)
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Si W1(x) es significativa, entonces x puede provenir de la poblacién diferente

Q3. En otro caso, x proviene de la combin acién lineal convexa
aQy + (1 — a)Qy 0<a<l1

Véase Rao (1973, pp. 577-579), Bar-Hend y Daudin (1997).

7.2 Planteamiento DB

En primer lugar, obsérvese que:

2ty — py)' S (x—py) =

(1o — Nl)/zil(lb_lh) + (X_/‘1)I271(X_#1> - (X_M2)/271(X_ﬂ2) >0

Definiendo
Py(x) = (pg — N1)/271(X*H1)a

se tiene entonces

1

Pl(X) = 5

[6?W(/’[’17 /’LQ) + 6?\/]()(7 Ml) - 6?\/1(Xa :U/Q)] Z O

(7.5)

donde &3, es la distancia de Mahalanobis. La version DB para esta distancia

entre 7 y Qs es
8%(0,90) = [ 805,316 faly)dxdy ~ Va(X) - Va(Y)
La versién DB para P;(x) es entonces
Pi(x) = 5 [A%(01,9) + 6 ~ ()]
donde ¢?, ¢35 son las funciones de proximidad. De forma similar:
Py(x) = 5 [A%(521,02) + 63(x) — 630

Entonces las versiones DB de (7.2-7.4) para probar

Hy, : x proviene de O (a=1),
H) : x proviene de (a =0),
H{] : x proviene de o+ (1—a)Qa, (0<a<l),

respectivamente, estan basadas en los estadisticos

(7.7)

(7.8)
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2
wng%géj (7.9)
Wi(x) = ¢ (x)—U1(x) (7.10)

Las distribuciones de Uy (x),U2(x),W1(x) bajo la hipétesis nula, pueden ser
obtenidas por remuestreo (véase Seccién 6.2). Si Wy (x) es significativa, entonces
x puede provenir de una poblacién diferente Q3. Este planteamiento DB ha sido
estudiado por Cuadras y Fortiana (2000). Véase también Rao (1973, p.579).

Ejercicio 7.1 Se pide:

1. A partir de los datos mixtos sobre cdncer del Fjercicio 3.2, representa
mediante un histograma de Uy (x),Us(x),W71(x) empleando solamente la
muestra de los ny = T8 (benignos).

2. Demuestra (7.2-7.4).
3. Define Wy(x) = ¢3(x)—Us(x). Demuestra que Wi(x) = Wa(x).

7.3 Planteamiento mediante la razén de prox-
imidades

Sea la funcién de proximidad qﬁf (x),i = 1,2, entre una observacién x y §;,i =
1,2. Si introducimos la razén

SRR i) .
™) = e b2 (71D

entonces si 7;(x) 2 0, x provendra de €;,7 = 1,2. Ademds, si ¢7(x),p3(x) siguen
(asint6ticamente) la misma distribucién, bajo Hy : 1 = 3 se cumple que

E(ri(x)) =1/2.
Considerando la hipétesis nula
Hé :x proviene de

y suponiendo que 7;(x) sigue una distribucién uniforme (0,1) (un argumento
similar vale para otra distribucién como la distribucién beta). Entonces:

Pri(x)>1—a|H})=a

y se puede aceptar H} si
rnx)<l-a«

para un « nivel de significacién dado.
Similarmente podemos considerar

Hi:x proviene de o
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y aceptar esa hipétesis si
ro(x) <1l-—a

Si ambas hipétesis Hi, H? son rechazadas, entonces se puede decidir que x
0> 0 1)
proviene de una poblacién diferente Q3.

Ejercicio 7.2 Se pide:

1. A partir de los datos miztos sobre ciancer del Ejercicio 4.10, representa
mediante un histograma r1(X), r2(x), empleando ambas muestras indepen-
dientemente.

2. Demuestra que, bajo la hipdtesis nula Hy : Q1 = Qo y empleando las fun-
ciones de prozimidad estimadas, se tiene asintdticamente que, E(r1(x)) =
E(ra(x)) =1/2.

3. Propon algin criterio de prueba alternativa.
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