El complex de Cenkl-Porter

Jordi Garriga Puig

S’ha seguit les notes de 1'article de Hanke [3], que es basa en [1} 2].

Denotem per Q, 1’anell
Q, = Z[l*1 :1 <gq,1 primer],

és a dir, el subanell de Q més petit pel qual tots els primers | < g sén invertibles.

1 Introduccié

Sigui X un conjunt simplicial. El nostre objectiu és introduir el complex de Cenkl-
Porter T**(X), que és un refinament de 1'algebra de Sullivan A*(X; Q) que s’utilitza en
homotopia racional.

A diferencia de 1’algebra de Sullivan, que es basa en formes en el simplex estandard
A", en el complex de Cenkl-Porter utilitzarem formes ctibiques, és a dir, formes en cubs

M=Ix---x1I.

Aquesta construccidé ens permetra definir una filtracié en el complex de Cenkl-Porter
de manera que en cada nivell de la filtraci6 tindrem una cohomologia en el sentit de
[2]. A més, el nivell g de la filtraci6 estara definit sobre Q.

En primer lloc, veurem com podem treballar amb formes ctibiques en un conjunts
simplicial, considerant una subdivisi6 ctibica canonica del simplex estandard A".

A continuaci6, per cada g > 1 definirem el complex de Cenkl-Porter T*4(X), prova-
rem que cada nivell de la filtraci6 T*7(X) defineix una cohomologia i acabarem provant
el principal resultat d’aquestes notes, que ens diu que per cada g > 1 tenim un isomor-
fisme natural

HY(T*(X)) = H*(X; Q)

que respecta l'estructura multiplicativa, és a dir, per cada p1, p2 > 0 el seglient diagrama
commuta

HPY(T*9 (X)) ® HP (T (X)) —"— HPrHP (Tt (X))

lg E

le(X; Q(h) ®HPZ(X; Q‘h) L) HP1+P2(X; QL]H—‘D)
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2 Conjunts simplicials

Si bé el complex de Cenkl-Porter utilitza formes ctibiques, ens interessa poder-lo definir
sobre un conjunt simplicial, aixi que hem de justificar-ne la compatibilitat. En primer
lloc, anem a recordar la definicié de conjunt simplicial.

Definicié6 2.1. Un conjunt simplicial X és un conjunt graduat en els enters no negatius amb
aplicacions
81- : Xq — Xq,1 S;: Xq — Xq+1

per cada 0 < i < q que satisfan les segiients identitats simplicials:
a) 0;0; = 0j_19; si i < J,
b) sisj =sj18i8ii < j,
s]-_lal- sii<j

) 0isj = id sii=joi=j+1
S]‘al’_l Sii>j—|—1.

Diem que un elements de X, és un q-simplex, i diem que les aplicacions 0; i s; son els operadors
cara i degeneracid, respectivament.

Més en general, el conjunt X pot incorporar una estructura addicional. Sera especial-
ment interessant el cas de les algebres diferencials graduades commutatives simplicials
(DGCA simplicial).

Com hem comentat abans, el complex de Cenkl-Porter treballa amb formes ctibiques,
concretament amb formes en una descomposici6 ctibica canonica del simplex estandard
A". Notem que aix0 ens permet treballar amb conjunts simplicials.

Identifiquem el simplex estandard A" amb el subconjunt

n
v {(XO,""’C”) ER"™:0<x <L ]x :0},
i=0

que esta contingut en la vora del (n + 1)-cub I"*1. Els vertex vy, ..., v, de A" venen
donats per
vi=(1,...,1,0,1,...,1),

amb un 0 en la posici6 i. Les aplicacions vora i degeneraci6
9; : A" 5 A" sp AT 5 AT
venen donades per
al’(X(), .. .,xn,l) = (X(), e, Xic1, 1,x1', .. .,anl)
si(xo, ... ,Xn+1) = (XO, ey X1, X X1, Xi4 2, - - ,Xn+1).

Es pot provar que aquesta definicié del simplex estandard A" és homeomorfa a la
definici6 habitual.
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3 El complex de Cenkl-Porter

Considerem l'algebra lliure graduada sobre Z

A= Z[to,...,tn] ®Az(dt0,.. .,dtn)

on |t;| =01 |dt;| = 1. Diem que un monomi de la forma
tgo ..... tﬁ”dtgo ..... daesr,

ona; >0i0 < e <1 té grau de filtracié max} ,{a; + ¢€;}. Notem que els monomis amb
grau de filtracié 0 s6n les constants.

Sigui I C A l'ideal generat pels monomis amb «; +€; > 0 per tot 0 < i < n. El
quocient
A/l = (Z[t(),. . .,tn] & Az(dto,. . .,dtn))/l

és una algebra graduada que anomenarem l'algebra de formes polinomials compati-
bles amb la descomposicié ciibica del simplex A". Podem veure que les formes que
sobreviuen en aquesta construccié son les formes no nul-les sobre les cares del (n + 1)-
cub ["+1

Ci = In+1 N {xi = 0},

que sén exactament les que identifiquem amb el simplex estandard A”".

Llavors, per cada p,q > 0 prenem
TVNZ) C (Zlto, . . ., ta) @ Az(dto, ..., dt,))/T)"
el Z-modul generat pels monomis de grau p i amb grau de filtraci6 com a molt 4.

El producte exterior de formes indueix un producte

A TPNZ) @ TP (Z) — T P12 (z).

Podem definir una aplicacié covora
d:TV(z) — TV (Z)
donada per d(t;) = dt; i d(dt;) = 0.
Finalment, definint
T = Ti(Z) ® Q

obtenim una algebra diferencial graduada commutativa i filtrada (CDGA filtrada). A
més, el pullback de les aplicacions vora 9; i degeneraci6 s; indueix aplicacions de CDGA
filtrades

81- : T;:’* — T;fl S; . T;:’* — T;il,
que satisfan les identitats simplicials, amb el que concloem que (T,,”"), té una estructura
de CDGA filtrada simplicial.

Definici6 3.1. Sigui X un complex simplicial. Definim una CDGA filtrada
T*1(X) := Homggess (X, T™1)
que anomenem el complex de formes polinomials sobre X de Cenkl-Porter.
Els elements de T*9(X) son aplicacions ¢ que associen a cada element ctbic F de

la subdivisi6 cuibica X una forma ¢(F) de T, compatible amb 1’estructura de conjunt
simplicial, és a dir, per cada cara | de F, w(]) és la restricci6 de w(F) a la cara .
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4 Teorema de Cenkl-Porter
L'objectiu principal de la construcci6é de Cenkl-Porter és comparar H*(T*7(X)) amb la
cohomologia simplicial de X. Aix0 ho veurem seguint les eines que desenvolupa [2].

Definicié 4.1. Siqui A* = ®,>0A" una DGCA simplicial. Diem que A* satisfa els axiomes
d’una teoria cohomologica si

a) la successio
d d
AP S Al S A%

és exacta i el nucli Z°A = ker(d : A° — A') (que és una algebra simplicial) és simplici-
alment trivial, és a dir, les aplicacions cara i degeneracid sén isomorfismes;

b) per tot n > 0, A" es contractil, és a dir, tots els grups d’homotopia Ttp(A”) son nuls.
Denotem R(A) = (Z°A),.

Per comprovar el segon axioma, tenim que el p-éssim grup d’homotopia 71,(A") ve
donat per la p-essima homologia del complex de cadenes

S (A = (A7) = (A g =
on els diferencials venen donats per la suma alternada de 'operador cara.
Si X és un conjunts simplicial i A* és una DGCA simplicial, denotem
A*(X) = Homgges (X, A*)

Teorema 4.2. Siqui A* és una DGCA simpicial que satisfa els axiomes d'una teoria cohomolo-
gica, llavors tenim un isomorfisme

H*(A*(X)) = H*(X,R(A))

natural en el conjunt simplicial X. A més, si B* és una altra DGCA simplicial que satisfa els
axiomes d’una teoria cohomologica i f : A* — B* és un morfisme de teories cohomolbgiquesﬂ
llavors el segiient diagrama és commutatiu

H™(A*(X)) — H™(B*(X))

~ | = |

H"(X,R(A)) — H"(X,R(B))

Comencem veient un primer resultat sobre la CDGA simplicial T*.

Proposicié 4.3. Per cada q > 1, la CDGA simplicial T** defineix una teoria cohomologica amb
coeficients en Qg en el sentit de [2]].

'Un morfisme de teories cohomoldgiques és una aplicacié simplicial compatible amb l'estructura de
CDGA i de grau zero.
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Demostracio. La successiod ; ;
9 & 7l & 720 5

és exacta, ja que es pot provar que per ¢ > 1in > 1 la cohomologia de T,"’ ve donada
per
ieay Qq sii=0
H(T.") { 0 sii>0.
Deduim que per tot p > 0 TP és contractil del segiient resultat.
Lemma 4.4. Per tot p > 0, tota p-forma amb grau de filtracié menor o igual que q sobre la vora
de la descomposicid ciibica de A" és la restriccié d'una p-forma de T},

Finalment, com que el nucli de 4 : T99 — T4 esta format per monomis constants,
obtenim que és simplicialment trivial. O

Notem que en aquest punt és quan necessitem poder dividir per nombre menors o
igual que g. Més concretament, per 2 < k < g, la forma tancada t*~1dt viu en el nivell
de filtraci6 g i és la covora de la forma t* /k.

A continuacié, considerem la teoria cohomologica (C:’q)n amb coeficients en Qy,
on C," és el complex de cocadenes simplicials sobre el n-simplex simplicial A" amb
coeficients en Q,

G, = C*(A";Qqy).

Per cada g > 1, definim també el complex de cocadenes simplicials ((T®C),"), sobre
Q, donat per
(TRC), " =T""®C,",

en que les aplicacions cara i degeneracié venen donades pel respectiu producte tensori-
al. Es pot veure que (T®C)* també és una teoria cohomologica amb coeficients en Q,.
Llavors, podem considerar les aplicacions de complexes de cadenes simplicials

T =T, (Q; 1) = T"&C,*

Gl = Q)T = THe "

Aquestes aplicacions indueixen un isomorfisme entre els coeficients, aixi que pel Teore-
ma [.2] s'indueix un isomorfisme natural en cohomologia

HY(T*(X)) = H*((TeC)" (X)) = H (C*(X)).

Per acabar, el producte exterior de formes ctbiques i el producte cup de cocadenes
simplicials defineix aplicacions de complexes de cocadenes

T;,th ® T;,!JZ N T:;,lh-*-!h

G e Gyt — Ty
(TRC)*1 @ (TR&C)*®2 — (TRC)* N+

compatibles amb les anteriors aplicacions. Amb tot aix0, es conclou que.
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Teorema 4.5 (Cenkl-Porter). Per cada q > 1, tenim un isomorfisme de Qz-moduls
H*(T*1(X)) = H(X;Qq)

que és natural en X i compatible amb l'estructura multiplicativa, és a dir, per tot q1,q2 > 1
tenim el segiient diagrama commutatiu

HP (TN (X)) @ HP2(T*%2(X)) A HPrp2 (THn 402 (X))

: :

HPY(X;Qq) @ H(X;Qqy) ———— HPP2(X;Qpy445)

Per acabar, per g > 1 prenem [ > g. Del Teorema de Cenkl-Porter 4.5 podem deduir
que tenim un isomorfisme

HY(T*1(X) @ F)) = H*(X;F,),

compatible amb l'estructura multiplicativa per q1,42 > 0 amb [ > q; + g».
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