HOMOTOPIA RACIONAL I MODEL DE LA FIBRACIO DE
BOREL

ROGER GARRIDO VILALLAVE

Sigui K un cos de caracteristica zero. Aquestes notes segueixen els llibres [2] 1 [1].

1. L’ALGEBRA DE SULLIVAN I EL FUNCTOR Api

1.1. Algebres diferencials graduades commutatives.

Definicié 1. Una algebra diferencial graduada commutativa (DGCA) con-
sisteix en:

(1) Un espai vectorial A que admet una descomposicié en graus A = P, ., A"
Als elements de A™ els anomenem homogenis de grau n, i escrivim |z| = n
per x € A™.

(2) Un endomorfisme d : A — A que augmenta en 1 el grau (d(A") C A"H1) i
tal que d? = 0.

(3) Un producte bilineal - : AQA — A que és commutatiu (en el sentit graduat):
si z,y € A s6n homogenis de graus m i n, respectivament, aleshores x -y =
(_1)7nny . T,

(4) Se satisfa la regla de Leibniz: donats =,y € A, amb x homogeni de grau m,

es té que d(z - y) =d(z) -y + (=1)™x - d(y).

Observacié 2. Donada una DGCA (A,d), la seva cohomologia és també una
DGCA amb diferencial nul.

Definicié 3. Els morfismes de DGCAs so6n les aplicacions f : (A,da) — (B,dp)
que respecten tota l'estructura. Diem que un morfisme de DGCAs és un quasi-
isomorfisme si indueix un isomorfisme en cohomologia.

Sigui V' un espai vectorial graduat. L’algebra commutativa graduada generada per
Vés AV = K[V @ EB(V°99) on E denota 'algebra exterior. SiV = (z1,...,z,),
també escrivim AV = A(zq,...,zp).

Exemple 4. L’algebra de De Rham d’una varietat diferencial, amb el diferencial
exterior i el producte de formes, és una DGCA sobre K = R.

1.2. Construccié del functor A,.

Sigui V, la DGCA
A(to, ... tp.dtg ... dtp)
(Ziti =1, Zl dt; = 0) ,
amb |t;| = 0, |dt;| = 1, d(¢;) = dt; i d(dt;) = 0.
1
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Definim els morfismes d’algebres que estan tnicament determinats per:

tjfl, j>i,
81- : Vp — Vp_l, ai(t]) = 07 ] = i,
tj, J<t,
tit1, J>i,
si:Vp = Vpir,  silty) = Qti+tiv, j=i,
tj, 7 <.

Si fixem g > 0, la col-leccié VY := {Vi}p, on Vi denota la subalgebra de V,
formada pels elements de grau ¢, forma un conjunt simplicial juntament amb les
restriccions de 0; 1 s;.

Definicié 5. Sigui X un espai toplogic, i denotem per C*"8(X) el conjunt simplicial
de simplexs singulars de X. Definim 1’algebra de Sullivan (racional) de X com

Ap(X) = @Homsset(CSi“g(X), v.

q>0

Raonant per graus es pot veure que els elements de V! sén de la forma

f(th atn)dto T dtnv

on f € Q[Tp,...,T,]. Aixi, un element w € Ay (X) de grau n envia cadenes
o :Cph(X) — Q de grau n a expressions f(to,...,t,)dto - dt,, de manera que es
respecten les cares i les degeneracions. Des d’aquesta perspectiva es pot pensar
I’algebra de Sullivan com un analeg racional de I’algebra de De Rham.

Lema 6. A, : Top - DGCAg és un functor contravariant.

1.3. Integracié de formes polinomiques.

Sigui X un espai topologic, w € .Ag’l(X) una forma racionali o : A,, — X un n-
simplex. Aleshores w(o) € V7, aixi que w(o) = f(to,...,ty,)dto - - dt, per alguna
f € Q[T;];. Té sentit fer la segiient integral si pensem f com una funcié real de

variable real:
/w::/ w(a):/ f(to,,tn)dtodtn
o A, Ay

Aquesta integracié formal es pot estendre linealment a una aplicaci
| viaxi@-0
(=)

i, per tant, ens defineix un element de C"(X; Q).

Teorema 7. Sigui X un espai topologic. La integracid formal

[ Au(X) — C*(X;Q)
w > f(_)w:(aHfgw)

€s un quasi-isomorfisme.

La integraci6 formal deixa entreveure encara més el simil entre l'algebra A,;(X) i
I’algebra de De Rham.
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2. MODELS MINIMALS

2.1. Definicié de model minimal.

Sigui X un espai topologic. L’algebra A,(X) acostuma a ser molt complicada,
perod si X és arc-connex admet un model minimal, que és una altra algebra M (X)
quasi-isomorfa a A, (X) molt més senzilla (des d'un punt de vista algebraic). A
més, aquest model minimal és unic.

Definicié 8. Sigui (A,d4) una DGCA. Sigui V' un espai vectorial concentrat en
graun,id:V — A" una aplicaci6 lineal tal que d4 o d = 0. Definim I'extensié
KS (Koszul-Sullivan) de grau n determinada per V' i d com 'algebra (A ® AV, D),
on D és I"inic diferencial tal que D(a ® 1) =da(a) @11 D(1®v) =1®d(v).

Definicié 9. Una algebra és una algebra de Sullivan si es pot obtenir, comencant
amb (A4,d4) = (K,0), utilitzant extensions KS. A més, si aquestes extensions sén
de grau no-decreixent, diem que és minimal.

La idea és que una algebra minimal és aquella que s’obté afegint generadors de
manera inductiva (I'ordre en el conjunt d’{indexs s’interpreta com l'ordre en que
s’han afegit els generadors).

Observacié 10. Donada una algebra de Sullivan minimal (AV,d), se satisfa que
d(A) CA-A, on A:=ker(e: A— K).

Exemple 11. L’algebra A(x,y) amb |z| = 2, |y| = 3, do = 0 i dy = 2? és una

algebra de Sullivan minimal. En canvi, 'algebra Vo = A(¢,dt) amb |¢| = 0, |dt| =1,
d(t) = dt id(dt) = 0 és de Sullivan pero no és minimal. Finalment, 1’algebra A(x, y)
amb |z| = |y| =1, dz = 01 dy = zy no és ni una algebra de Sullivan.

Definicié 12. Sigui (A, d4) una algebra. Diem que (M, dps) juntament amb m :
M — A és un model minimal de A si (M, dp;) és una algebra de Sullivan minimal,
i m és un quasi-isomorfisme.

Teorema 13. Si (A,d4) és c-connexa (i.e. H°(A) = Q) ewisteix un model minimal
m:M 5 Ade A A més, si (A da) admet dos models minimals m : M = A i
n: N 5 A eristeiz un isomorfisme ¢ : M — N tal que ng ~ m (aizo significa que
hi ha un morfisme -homotopia- H : M — A® A(t,dt) tal que (idg ® Oy) o H = ng,
i (idp ® 01) o H="m).

2.2. Calcul dels models minimals d’alguns espais.

Exemple 14 (Les esferes S™). Com que H*(A,(S™)) = H*(S™; Q) = (1, [w]) com
a Q-espais vectorials, amb w € AZZ(S"), un candidat a ser el model minimal de
Ap(S8™) ésm: (A@),d =0) — Ap(S™) definit per m(@) := w.

Si n és senar, H*(A(©),d = 0) = (1, [®]) com a Q-espais vectorials, ja que @? = 0.
Per tant, m indueix un isomorfisme en cohomologia. Com que (A(©),d = 0) és
minimal es dedueix que ja hem trobat el model minimal.

Suposem ara que n és parell. Com que H*(A(®),d = 0) = Q[&] com a Q-espais
vectorials, no és possible que m indueixi un isomorfisme en cohomologia. Per tant,
hem de retocar el model minimal candidat una mica.

Com que [w]? =0 € H*(A,(S™)), cal que w? sigui una vora en Ay (S™), és a dir,

hi ha una n € A;?‘l(S”) tal que w? = dn. Prenem l'Algebra A(@,7) amb |&] = n,
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il =2n—1, do = 0i dij = &*. Definim el morfisme m : (A(@, 7)) — A2~ (S™)
que envia m(®) := w i m(7) := 7. Els respectius anells de cohomologia ara si que
sén isomorfs, i de fet m hi indueix un isomorfisme. Com que (A(@, ), d) és minimal,
es dedueix que la DGCA trobada és el model minimal de S™ per n parell.

Es important verificar que, en ambdues paritats de n, el morfisme construit m és
un morfisme de DGCAs, és a dir, que respecta el producte i el diferencial. Aixo és
cert en aquest cas.

Exemple 15 (Els r-tors T"). En general, si mx : (AV,d) — Au(X) i my :
(AW, d) — Ap(Y) sén models, amb X i Y arc-connexos, i tals que la cohomologia
d’un dels espais és de dimensi6 finita, aleshores un model per A,;(X x Y) és

mx -my : (A‘/, d) (9 (AVV, d) = Apl(X X Y)7
on (mx -my)(a®b) = (Aplpx) omx)(a) - (Ap(py) o my)(b). Aqui hem denotat

per p; les projeccions del producte cartesia.

Sigui T" := Stx 7 st el r-tor, amb r > 2. El model minimal de A, (S') és
(A(z),d), amb |z| =11idz = 0. Per tant, un model de Ay (T") és

m: (@(A(m»,d)) > (A(x1,y...,mp),d) = Au(TT),

i=1
on |z;| =11idzx; =0, 1 també

n

m(ar @ @ an) = [ [(Ap(pi) 0 mi)(ai).

=1

Es directe comprovar que aquest model és minimal.

Exemple 16 (Els espais BT"). Sigui G un grup de Lie de rang r. Se sap que, si
(AV,0) = A,(G) és un model minimal, aleshores (AsV,0) = A, (BG) és també

un model minimal.

En el cas del tor G =T", deduim que el model minimal de BT" és
(A(z1,...,2,),d =0) = A, (BT"),

amb |x;| = 2.

3. MODEL DE LA FIBRACIO DE BOREL
Fixem K = Q.
3.1. Model minimal de les fibracions.

En aquest apartat se segueix la construccié feta al capitol 15 de [2].

Considerem una fibracié de Serre

N

U:H?DJ

S +—

|
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Treballem sota les hipotesis que B és simplement connex i que un d’entre H, (F'; K)
i H,(Y;K) és de tipus finit.
Si apliquem el functor A, (—) al diagrama de la fibracié obtenim un diagrama
commutatiu de DGCAs
Ap(j)
Api(F) &5 Ap(E)
1 An()
K pl

+——— Au(B)

Es pot demostrar que A,;(j) admet el que s’anomena un model de Sullivan, que és
una aplicacié

m: (.Apl(Y) & AV7 d) :> -Apl(X)

Construim
A, A
Ap(B) =220 By~ ()
(AVg,d) —— (AVp ® AV, D) —— (AV,d)
on:

(1) Hem escollit un model mp : (AVp,d) = A,(B),

(2) Hem escollit un model (relatiu respecte AVg) m : (AVg @AV, D) = Ay(E)
del morfisme Ay (p) o mp. Resulta que (AVp ® AV, D) és un model de
Api(E), és a dir, que no és tan sols un model relatiu respecte (AVg,d).

(3) Hem definit (AV,d) com la imatge de € -id, on € : (AVp ® AV, D) — (K, 0)
és I'inica augmentacié. Com que Ap(j) o m factoritza a través de ¢ - id,
definim m tal que el darrer quadrat commuta. Es pot demostrar que m és
un quasi-isomorfisme i déna lloc a un model de A, (F).

En aquesta construccié hem vist que, donat un model de B obtenim un model de
E que és de la forma (AVp ® AV, D). Pero a priori no sabem res de l'espai AV. Es
podria arribar a pensar, equivocament, que donats models mp : (AVp,d) = Api(B)
im:(AV,d) — A, (F) aleshores (AVp ® AV, D) és un model de A, (E), perd aixod
no és el que hem vist en la construccié! Resulta que, si el model que es déna per F'
és minimal, si que es té aquest reciproc:

Teorema 17 (Halperin, [3]). Siguin mp : (AVg,d) = Au(B) i m : (AV,d) =
Ay(F) models, amb m minimal. Aleshores E té un model de la forma (AVp ®
AV, D) que és minimal respecte (AVg,d), i que satisfa que Dv —dv € ATVg @ AV
per cada v € V.

3.2. Fibraci6é de Borel.

Sigui M una varietat compacta, nilpotent, amb 'accié d’un r-tor T". L’objectiu
és aplicar la proposicié anterior a la fibracié de Borel M — Mpr — BT" per tal
d’obtenir un model per Mpr = ET" Xpr M. Tenim:

e Un model minimal per A, (BT") és (A(x1,...,2),d = 0) = Au(BT"), on
|.’El| =2
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e Escollim un model minimal m : (AV,d) = A,(M).

Aleshores, tenim un model
(A(zla cee axr) ® AV, D) = Apl(MT7')7

on D(x;) = 0 per tota i (perque aquest model és minimal respecte (A(x1,...,x,),d =
0), aixi que la restriccié del diferencial ha de coincidir), i per tot v € V' es té que
Dv—dve AT (xq,...,2,) @AV.

També sabem que, si 'accié és quasi-lliure (per cada g € T" el grup d’isotropia M,
és finit; en particular, les accions lliures s6n quasi-lliures), aleshores la cohomologia
H*(Mpr) = H*(A(z1,...,2,) ® AV, D) és de dimensié6 finita. Aquest fet imposa
encara més restriccions al diferencial D.

Observacié 18. Es pot calcular el model de A, (Mg) per grups de Lie G més

generals seguint la mateixa construccié. Només caldra canviar el model minimal de
Ay (T™) per un model de A, (G).
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