NOTES DEL SEMINARI 1 ehi

ogc-Tes-Te

FUNCIONS THETA

Barcelona, 2003




10

Notes del Seminari de Teoria de Nombres
(UB-UAB-UPC)

Comite editorial
P. Bayer E. Nart J. Quer



FUNCIONS THETA

Edici6 a cura de

P. Bayer J. Guardia

Amb contribucions de

P. Bayer J. Guardia E. Nart
E. Torres A. Travesa M. Vela



P. Bayer

Facultat de Matematiques, UB
Gran Via de les Corts Catalanes,

585

08007 Barcelona. Espanya

Comite editorial

P. Bayer

Fac. de Matematiques
Univ. de Barcelona
Gran Via de les Corts
Catalanes, 585

08007 Barcelona
Espanya

Classificacio AMS

J. Guardia
Escola Politécnica Superior
d'Enginyeria de Vilanova i La

Geltru, UPC
Av. Victor Balaguer, s.n.
08800 Vilanova i La Geltr

E. Nart

Fac.de Ciéncies

Univ. Autonoma de
Barcelona

Dep. de Matematiques
08193 Bellaterra
Espanya

Primaria: 11F27, 11F46, 11G05, 11G10
Secundaria: 14K25, 30F10

Barcelona, 2003

J. Quer

Fac. de Matematiques
i Informatica

Univ. Politecnica de
Catalunya

Pau Gargallo, 5
08228 Barcelona
Espanya

Amb suport parcial de MCYT: BMF2003-01898, BFM2003-

06768-C02-02

ISBN: 84-923250-7-0



iv



Index

1 Funcions theta de Jacobi i corbes el-liptiques (I)

E. TORRES 3
1.1 Les funcions theta de Jacobi . . . . . . ... ... ... 3
1.1.1 Funcié theta basica . . . . . . . ... ... ... 3
1.1.2  Funcié theta amb caracteristica . . . . . . . .. 5
1.1.3 Propietats de les funcions theta . . . . . . . .. 7
1.1.4 Zeros de les funcions theta. . . . . ... .. .. 8
1.1.5 Equacié delacalor . . ... ... ... .... 10
1.2 Lespal VN(T) . . o o o o v oo 11
1.3 Férmules . . . .. ... ... o 12
1.3.1 Desenvolupament de 6; en producte infinit . . . 12
1.3.2 Férmules d’addicié . . . . . ... ... ... 16
1.3.3 Derivades de quocients de funcions theta . . . . 18
1.4 La funci6 p de Weierstrass i les funcions theta de Jacobi 19

1.4.1 La funci6é p de Weierstrass i les funcions theta 19

1.4.2 L’invariant j, el discriminant A i els Thetanull-
werte ... 21



vi

INDEX

2 Funcions theta de Jacobi i corbes el-liptiques (II)

M. VELA 25
2.1 Funcions el-liptiques de Jacobi: sn,cn,dn . . . . . . . 26
2.1.1  Inversi6é d’integrals . . . . . .. ... ... .. 26
2.1.2  Funcions el-liptiques de Jacobi . .. ... .. 27

2.2

2.3

2.4

2.1.3  Funcions el-liptiques de Jacobi i funcions theta 31

2.1.4  Calcul de periodes de corbes el-liptiques . . . 35
Immersié del tor mitjancant funcions theta . . . . . . 36
2.2.1 TImmersi6 del tor a P3(C) . . ... ....... 36
2.2.2 Punts de 2-torsié . . . .. ... ... 39
Comportament de les funcions theta al variar = . . . . 39

2.3.1 Comportament de les funcions theta de Jacobi
respecte de SL(2,Z) . . ... ... ... .. 39

2.3.2 Transformaci6 de Landen . . . . ... ... .. 42
2.3.3 La funcié n de Dedekind i els Thetanullwerte . 44
Algunes aplicacions . . . . .. ... ... ... .. 45
2.4.1 Sumes de quadrats i Thetanullwerte . . . . . . 45
2.4.2  El teorema d’Euler sobre els nombres pentagonals 47

2.4.3 Aplicacid dels Thetanullwerte a la resolucié de
la quintica . . . . . .. ... 0oL 49

3 Funcions theta classiques (I)

J. GUARDIA 55
3.1 Definicions . . . . .. ... . L 56
3.1.1 Seriestheta . . .. ... ... ... ... .. .. 56
3.1.2 Lafuncié theta . . . . .. ... ... ... ... 57

3.1.3 Funcions theta amb caracteristiques . . . . . . 60



INDEX vii

3.1.4 Funcions theta amb nivell . . . . ... ... .. 61
3.2 Equacions funcionals . . . . . .. ... ... 62
3.3 Comportament per isogenies . . . . . . . . . ... ... 63

3.3.1 Reordenacié de series absolutament convergents 63

3.3.2 Transformaci6 general de la funci6 8 . . . . . . 64
3.4 Transformacions de productes . . . . . ... ... ... 66
3.4.1 Foérmula de Riemann . . . . . . . ... ... .. 69
3.4.2 Foérmula d’addicié . . . . .. ... 70
3.5 Comportament modular: translacié . . . . ... .. .. 71
3.6 La transformada de Fourier i la férmula de Poisson . . 71
3.7 L’equaci6 funcional de la funcié theta . . . .. .. .. 77

3.8 Resum: les tres transformacions basiques de la funcié
theta . . . . . . . .. 78

4 Funcions theta classiques (II)

P. BAYER 81
4.1 Cronologia . . . . . . ... .. o 81
4.2 Conceptes preliminars . . . . . . ... ... ...... 87
4.2.1 Espais hermitics . . ... ... ... ...... 88
4.2.2 Reduccié de formes alternades. . . . . . .. .. 89
4.2.3 Els grups simplectics . . . . ... ..o 89
4.3 Funcions 2g-periodiques i funcions theta . . . . . . .. 90
4.4 Les féormules de transformacié . . . . . . ... ... .. 93

4.5 Funcions theta, segons Weil . . . . . .. ... ... .. 95



viii INDEX

5 Funcions theta i varietats abelianes
E. NART

5.1 Torscomplexos . . . . . ... . ... ... ...,
5.1.1 Homomorfismes. . . . ... ... ... .....
5.1.2 Matrius de periodes . . . . ... ... ... ..
5.1.3 Dualitat . . . . .. ... ... L.
5.1.4 Algebra hermitiana . . . . . . . ... ... ...
5.2 Fibrats de linia sobre tors complexos . . . . . . . . ..
5.2.1 Dades d’Appell-Humbert . . . ... ... ...
5.2.2 Homomorfisme NS(X) — Hom (X, Pic®(X))
5.2.3 Varietats abelianes polaritzades . . . . . . . ..
5.3 Funcions theta associades a una polaritzacié . . . . . .
5.3.1 Descomposicions simplectiques . . . . . . . ..
5.3.2 Funcions theta classiques . . .. ... .. ...
5.3.3 Funcions theta en coordenades . . . . .. ...
5.4 Espais de moduli de varietats abelianes polaritzades

5.4.1 Acci6 dels grups simplectics . . . . . .. .. ..

6 Thetanullwerte i varietats modulars
A. TRAVESA

6.1 Generalitats . . . . .. ... L L Lo
6.1.1 El grup simplectic . . . ... .. ... ... ..
6.1.2 Subgrups de congrueéncia . . . ... ... ...
6.1.3 El semiespai superior de Siegel . . . ... ...
6.1.4 Acci6 del grup simplectic . . . ... ... ...

6.2 Sistemes de multiplicadors . . . . . . .. ... ... ..



INDEX ix

6.2.1 Sistemes de multiplicadors . . . . . . . ... .. 139
6.2.2  Accié sobre les funcions . . . .. ... ... .. 141
6.2.3 El sistema de multiplicadors theta . . . . . .. 141
6.3 Formes modulars de Siegel . . . . . . ... ... .. .. 143
6.3.1 Representacions . . ... ... ... ...... 143
6.3.2 Formes modulars de Siegel . . . .. ... ... 144
6.3.3 Formes paraboliques . . . . . .. ... .. ... 145
6.4 Els Thetanullwerte com a formes modulars . . . . . . 146

6.4.1 Thetanullwerte amb caracteristiques i amb fac-
tors exponencials . . . .. ... 147

6.4.2 Foérmula de transformacié dels Thetanullwerte 148

6.4.3 Sumesde Gauss . .. .. .. .. .. .. .... 150

6.5 Varietats modulars de Siegel . . . . . .. ... ... 151

6.5.1 Teoria classica de la reduccié . . . . .. .. .. 151

6.5.2 Domini fonamental . . . . . ... ... ... .. 152

6.5.3 Immersions de varietats modulars . . . . . .. 153

6.6 Series theta generalitzades . . . . . . ... ... .... 154
6.6.1 Series theta de formes quadratiques amb carac-

teristiques i coeficients harmonics . . . . . . . . 154

6.6.2 La immersié d’'Eichler . . . . . ... ... ... 155

6.6.3 Series theta generalitzades i Thetanullwerte . . 157



INDEX



Introduccio

Aquestes notes contenen les conferencies sobre Funcions theta im-
partides en la 17ena edici6 del Seminari de Teoria de Nombres (UB-
UAB-UPC), celebrada del 3 al 7 de febrer de 2003, a Barcelona, a la
Facultat de Nautica de la Universitat Politecnica de Catalunya.

El programa general fou elaborat per P.Bayer i J. Guardia, i les
sessions foren desenvolupades per persones del seminari. Els objec-
tius proposats en plantejar el tema del seminari foren modestos. Es
tractava d’aprendre resultats classics sobre funcions theta i algunes de
les seves aplicacions, deixant per a una altra ocasié el familiaritzar-
nos amb resultats més actuals. Les referencies que figuren en les
bibliografies d’aquest volum sén essencialment textos basics, com els
de Mumford, Igusa o Lange-Birkenhake, i textos classics, com els de
Krazer o Baker.

La revisié dels classics sota 'oOptica actual de la geometria alge-
braica ha estat un treball d’arqueologia matematica molt enriquidor
per als autors i editors d’aquest volum. Desitgem que la seva lectura
sigui igualment profitosa.

Pilar Bayer, Jordi Guardia

Barcelona, 9 de gener de 2004
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Capitol 1

Funcions theta de Jacobi i
corbes el-liptiques (I)

E. TORRES

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar les funcions theta de Jacobi
aixi com els lligams que aquestes presenten amb la funcié o de Weier-
strass i les corbes el-liptiques.

1.1 Les funcions theta de Jacobi

1.1.1 Funcié theta basica

1.1.1 Definici6. Es defineix la funcié theta basica com

9(27 7_) — Z €2Trinz+7rin27'7

nel

onzeCirteH={zeC|Im(z) > 0}.

Amb finangament parcial de MCYT BFM2003-06768-C02-02-01
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4 Cap. 1

Aquesta seérie convergeix absolutament i uniforme en conjunts

{Im(2)| < ¢} x {Im(7) > €}:

2 2

T < (627rc)n X (6—7T6)7’L 7

e?wznz . eTin

. . _ ’ . . 9
si triem n' tal que (e”™)"™ - €27 < 1, aleshores |e?™m*FminT| <

A N N . N
(e=m€)™n="") § ]a serie estd uniformement acotada per una série geo-
metrica convergent.

1.1.2 Proposicié. 0(z,7) defineiz una funcid analitica en les dues
variables. A més, €s quasi-periodica:

0(z+1,7) =0(z,71), O(z +71,7) = e ™T2MEQ(2 7).

DEMOSTRACIO: La primera periodicitat és trivial. Respecte a la
segona

6(2 + T, 7_) — § 627rin(z+'r)+m'n2'r — o~ 2miz—TiT § :627ri(n+1)z+m'(n+1)27'

nez nez
= e T2 (5 7). 0
1.1.3 Proposicié. La funcié 0(z,7) satisfa l’equacio funcional:
G
Ami 022 o1

DEMOSTRACIO: Com que la série que defineix la funcié 6(z,7) con-
vergeix uniformement, podem derivar terme a terme. Sigui

. 2 .
__ min®TH2winz.,
an(z,7) =€ :

aleshores,
Oan(z, T o in? - 0?an(z, 7 in2 ;
n( ) ) — 9rine™" ‘r+27r'mz’ Tl( ) ) — _47_[_2n267rzn T+27T’L’I’LZ7
0z 0%z
Oan(z, T . - -
8( ’ ) — Wanewm T+27TZ7LZ’
T

i tenim la igualtat. O
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1.1.2 Funcié theta amb caracteristica

1.1.4 Definici6. Es defineix la funcié theta amb caracteristica com
Oup(2,7) = e”“QTHm“(”b)Q(z +b+ar, 1), abeqQ.
Es defineixen també les funcions:

01 =011, 92:0%70, 03 = 0po =0, 04:90’%.

D=

1
2

NOTACIO: Fixat 7 € H, escriurem 0;(z, 7) = 0;(2).

Les funcions 61, 02, i 64 es poden expressar en funcié de 63 = 6 de
la manera segiient:

TTi

01(z) =ea

Fiz43) gy (2 + Ly,

T

02(2) = e & T fa(z + 5),
94(2’) = 93(2 + %)

En endavant notarem p=e™* ig=c¢e

1.1.5 Proposicié. Les diferents expressions de les 0;(z) venen do-
nades per:

_ZZ yrp2nl g 1/2)* QZ )'q (n—1/2)? sin(7(2n — 1)z),

ne”Z

ZPQTL 1 n 1/2 _2an 1/2 COS (2?’&—1)2)7

neL

(o]
szn L 22(]"2 cos(2mnz),
n=1

nel

04(2) = Z( 1)"p2"q" =1+ QZ )" ¢ cos (2mnz).

neL
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DEMOSTRACIO: A partir de la relacié:
(_1)ne7ri(2n+1)v+(_1)—n—1€m'(2(—n—1)+1)v _ (_1)n2i sin(27r(n—|—1/2)v),
tenim que:

01(z) = emigtmi(2+1/2) Zerin(z+%+%)+nin2r

nez

— mi(241/2) Zewi(n27+n7+£)+2rm(z+%)

neL

— iz(_1)n67ri7(n+%)2+7ri(2n+1)z
nez

= —22(—1)"67”‘7(”_1/2)2 sin(7(2n — 1)z);
n=0

o . T - . g . .
92(2) — eﬂz4+7mz§ 627rm(z—&-2)—|—7rm T _ emz§ 67rz(n THnT+7)+2ming

ne” ne’

[e.e]
= ZeﬁiT(n+%)2+Wi(2n+1)z - 226“”(”_1/2)2 cos(m(2n — 1)z);
nez n=0

oo
05(z) = ZeanZer"QT =1+ 226“”27 cos(2mnz);

neL n=1
94(2) = § 627rin(z+%)+7rin2fr _ Z(_l)nemnzr—I—Qwinz
neL nez

oo
=1+ 22(—1)”@“”27 cos(2mnz) .
n=1
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1.1.3 Propietats de les funcions theta

1.1.6 Proposicié. La funcio 01 és senar i les funcions 02, 03,04 soén
parelles. A més:

Or(z+1) = —01(2), O1(z+7)=—e TT2T= f(2),
Oa(z +1) = —02(2), Oa(z+7) = e TT272 fy(2),
03(2+1) =03(2),  O3(2+7)=e T2 g5(2),
04(z + 1) = 04(2), O4(z +7) = —e TIT2TZ ().

DEMOSTRACIO: La paritat de les funcions 6 es dedueix de la proposicié
anterior. Quant a les seves periodicitats:

O1(z+1) = —ZZ g 1/2)” sin((2n — )7(z + 1))
= 22 g 1/2)? sin((2n — 1)7wz) = —041(2),

O3(z+1) =1+ QZQ” cos(2mn(z + 1))
n=1
=1+ 2an2 cos(2mnz) = 03(z2).
n=1

Les periodicitats de 65 i 84 s’obtenen analogament. Ara:

bi(z+7) =i (—1)remTirt) i )

neL
_ _,L'ef27rizfﬂ'ifz(_1>n+1e7ri7'(n+1+%)2+7Ti(2(n+1)+1)z

neL

— 76—27r7jz—7ri7'01 (Z),

02(2 + 7_) — Zeﬂir(n+%)2+7ri(2n+1)(z+7)

nez
_ ef2wizfﬂifze7ri7'(n+1+%)2+7ri(2(n+1)+1)z

) - neZ
— 6—27rzz—7rz’r92(z)7
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o )
93(Z—|—7') — E emin T+2min(z+T1)
neL
_ 6—27riz—7ri7—ZeﬂiT(n+1)2+2ﬂ'i(n+l)z

) - nezZ
— 672mzf7rz7—03<2)_

94(2 —|—T) — Z(_l)neﬂ'in27+2ﬂin(z+‘r)
nez
— e*Zﬂizfﬂ'iTZ(_l)neﬂiT(n+l)2+2m'(n+l)z
Z
— _8—27riz—7r?7€94(2)'

1.1.7 Corol-lari. 61,0y tenen periode 2 i 63,04 tenen periode 1.
01,05,0s,04 tenen quasi-periode T amb factors de periodicitat

—i(gp*) ™" () (0*) 7 —(a®) 7
respectivament.

Recollim a la taula segiient el comportament de les funcions 6:

stz |2+ |z+3+2z+1 247 |2+147
61 92 Z'(J,94 (183 —91 —b¢91 b@l
62 —01 CL63 —@'a94 —62 b6’2 —b¢92
03 94 CLQQ ia81 03 b6’3 b03
04 93 ia@l CLQQ 04 —b04 —b04

ona=pl¢g/ib=p2g L

1.1.4 Zeros de les funcions theta

1.1.8 Proposicié. Els zeros de 61, 02, 03, 04 a C/(1,7) son respec-
tivament: 0,1, 47 2 i a C sén: Z+ Z1,Z+ 5 + Z1,Z+ 1 + (Z +
%)7‘, Z+ (Z+ %)7’

DEMOSTRACIO: Veure que cadascun d’aquests punts és zero de la
funcié corresponent és directe a partir de les expressions de les fun-
cions 0 i de les seves periodicitats. Per veure la unicitat comptarem,
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per exemple, el nombre de zeros de 03 ja que tots els casos es fan de
la mateixa manera.
Per les propietats de periodicitat, podem identificar cada paral-lelo-
gram amb un tor. Sobre el tor, la vora del rectangle és homotopica a
un punt i per tant podem aplicar el principi de I’argument. Cal triar
un t de forma que el perimetre del rectangle ¢t,t+ 1, +7,t 4+ 1+ 7no
contingui cap zero de #3. (Aix0 sempre és possible ja que en cas
contrari #3 tindria un punt d’acumulacié de zeros i essent analitica,
hauria d’ésser zero). Pel principi de 'argument podem calcular el
nombre de zeros de 63 dins del rectangle indicat mitjangant 1’ex-
pressio:

N L Olog 03(z)dz

2mi R 0z

on R és la vora del rectangle A = [t,t+ 1], B=[t+ 1,t+1+7],C =
t+1+7,t+7],D=[t+T,1t].

e )

1t <610g93(z) B 8log93(z+7)>dz

T omi ' 0z 0z

+L/t” dloglz(z+1)  dlogbs(z) &
2mi J, 0z 0z

:%t & © 03(Z+T

1 (79 O5(z+ 1)
- 2o ([ BT
+2m’ . 0z og< 05(z) >dz

[ ()

1 t+1 o
=5 = (miT + 2miz)dz =1

ja que la integral entre ¢ i ¢t 4+ 7és 0 per les propietats de 63. O

1.1.9 Corol-lari. Notem que 61(0) =0 mentre que per ai = 2,3,4
0:(0) # 0.
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1.1.5 Equacié de la calor

Sigui T'(z,t) la temperatura en temps t en qualsevol punt z d’un ma-
terial solid que té propietats conductores uniformes i isotropes.

p = densitat del material

s = calor especific

k = conductivitat termica
_ ko giprin

K= 5= difusibilitat

- kE w2 _ 9T(z1)
T(z,t) satisfa = VT (z,1) = =57
Considerem el conjunt OXY Z i el cas on no hi ha variacié de tem-
peratura en les direccions X,Y. Aleshores, el flux de la calor és
paral-lel a Z i ’equacio es redueix a:

O*T(z,t)  OT(z,1)

022 ot
Per l'equacié funcional que satisfa 6(z,7), es pot considerar com
I'inica solucié de 'equacié de la calor amb certes condicions inicials.

K

Considerem el cas del flux de la calor quan 0 < z <1 on les condi-
cions sobre els plans z =0, z =1 es mantenen constants per a tot
t. En aquest cas, el flux de la calor es desplaca completament en la
direccié de z i es pot aplicar ’equacié anterior.

Suposem primer que les condicions limit sén aquelles en que les
cares del tros de material es mantenen a temperatura t = 0, és a dir,
6(0,t) =0, 6(1,t) =0, on 8 = f(2), 0 < z < 1. Aleshores,

oo
2kt -
0(z,7) = g bpe ™" " sintnz,
n=1

on b, =2 fol f(z)sinmnzdz.

™

En el cas que f(z) = 6(z — §) (on J denota la funcié delta de
Dirac), el material z esta inicialment a t = 0, excepte a l’entorn del



L’espai Vi (T) 11

semipla z = 7, on ¢ és molt alta. Per aconseguir aquesta ¢, cal injectar
una certa quantitat de calor h per unitat d’area:

40
h = ps7r/2 oz — ;T)dz = psm, on b, = 2sm(7r2n)
0

2

La difusié de la calor sobre z ve donada per:
0(z,7) = 22 )te” (2n+1)x “sin(2n + 1)2.

Sig=e " 0=0i(z,9) = -2 Zzozo(—l)"q(wr%y sinm(2n +1)z.

Una altra funcié theta prové de canviar les condicions limit en el nos-
tre problema. Suposem ara que les cares del tros de material estan
alllades i la calor no passa a través d’elles (% =0, 2=0,1)

0(z,7) = —ao + Z ane —n’kt 065 TRz on ap, = 2/ f(2)cos mnzdt .

En el cas: f(z) =0(z — 35), an = 2cos(%), la solucio és:

o
O4(z,q) =142 2:(—1)”q”2 cos 2mnz.

1.2 L’espai V(1)

1.2.1 Definicié. Per a cada nombre natural N € N denotarem per
Vi Despai vectorial:

V(1) = {f entera | f(z+ N) = f(2), f(z+7) =p gV f(2)}.

1.2.2 Proposicié.

i) dim [V (7): C] = N2.

ii) Una base és {0,(2,7)} on (a,b) recorre les classes {[(1/N)Z/Z]}>.
iti) Cada f(2) € Vi té N? zeros al paral-lelogram N(Zt + Z).
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DEMOSTRACIO: Per a cada funcié f(z) € Vy(7), la condicié
f(z) = f(z+ N) és equivalent a I'existeéncia d’un desenvolupament

de la forma:

=Y g

ne %Z

on ¢, = ¢p sin—m € NZ. A partir de condicié f(z + 7) =
p*QNq*NQf(z) i per un canvi de variable, es prova que ¢, n2 = ¢y,
per a tot N, independentment de 7. Per tant, la dimensié de V y(7)
és com a maxim N2. A partir de I'expressié de 4 com a serie de
Fourier i que tota f(z) € Vy(7) admet un desenvolupament de la
forma que acabem d’indicar, tenim que sia, brecorren tots els repre-
sentants de (1/N)Z/Z, 6,,s6n generadores de V y(7) (tota f(z) és
combinacié lineal de ,)1 per tant formen una base de V(7). Els
primers N2 coeficients de Fourier de f(z) € V(7) sén coeficients de
Fourier de combinacions lineals de 0. Es facil comprovar també la
independencia lineal de les funcions 6, .
Respecte als N2 zeros que té cada f(z) € Vn(7), es demostra a partir
del principi de 'argument i procedint de manera analoga a com s’ha
fet en el cas de les 6;. O

1.2.3 Corollari. {01(z),02(2),03(z),04(2)} és una base de Va(T).

1.3 Formules

1.3.1 Desenvolupament de 6; en producte infinit

1.3.1 Proposicié. Considerem el producte infinit:

F(z) =[O0+ 'p?) (1 + ¢ 'p?).
neN

i) F(z) convergeix absolutament i umforme en compactes

ii) F(z) té els mateizos zeros que 03: Z+ %+ (Z+ 3)T.

iit) F(z) satisfa les mateixes condicions de quasz pemodzcztat que 03.

i) 05(2)/F(z) = c(q) on c(q) és una constant independent de z.
) =

v) e(g) = [T (1 —a®.

n>1
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DEMOSTRACIO: i) Pel criteri de la suma, tindrem la convergencia
absoluta si tenim convergencia absoluta de la serie:

Z(qzn—lp—2 4Py +q4n—2)'
neN
Tenim que

| q2n71p72+q2n71p2+q4n72 |S efﬂ'b(2n+1)+27Ty+677Tb(2n+1)727ry_|_677rb(4n+2)’

on b = Im(7),y = Im(z). Es clar que les stries corresponents a
cadascun dels tres sumands anteriors convergeixen uniformement en
compactes de C.

ii) Respecte als zeros de F(z), com que cada factor és més gran que 1
en valor absolut, el producte infinit no pot convergir a 0, i, per tant,
només pot anul-lar-se si s’anul-la un dels seus factors:

1+ q2n—1p—2 = () < q2n—1p—2 = 1 <— eZm'z — _q2n—1 —
el ey s = (n+ LT+ 14+ Z |
1+ q2n71p2 = () <= q2n71p2 = 1 — 672mz — _q2n71 —

eT(’i[(Qn—l)T"rl] — 5 — _(n + %)7_ + % +7

Per tant, F'(z) s’anul-la en els punts (Z+3)7+31. Perd com F(z+1) =
F(z), els zeros de F(z) sén els punts de la forma Z + 1 + (Z + )7,
que sén exactament els mateixos zeros que té 03(z).

i) Es facil comprovar que F(z) satisfa les mateixes condicions de
quasi-periodicitat que 03(z).

iv)Per la condicié anterior, el quocient €F3((§)) és una funcié doblement
periodica sense zeros ni pols i, per tant, pel teorema de Liouville, és
una constant ¢(q) que pot dependre de 7. Observem que la constant
¢(q) defineix una funcié analitica en ¢, ja que és quocient de dues
funcions analitiques en gq.

v) Veurem que per a | q |< 1, G(q) = H(l +¢M(1 - =1.

Glg)=[]a+¢)01 - = -

IIa +nq222-1><1 — [0+ = T[a+ - ¢ 7?) =
Z?Z(lq2) =[[a+¢" @ iqu“"‘?)H (1 +nqz41‘) =

[Ta+ qﬁl)(l — ") = G(d") . G(q™).

n>1
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Per tant, G(q) = lim; oo G(¢*") = G(limy_.» ¢*") = G(0) = 1, on
podem fer el pas al limit ja que G és analitica.
Considerem ara:

[e.¢]
2 —
03(1/2) = > (-1)"¢" =c(q)F(1/2) = clg) [T (1 - 1),
n=-—00 n=1
> 2
B = Y = 3 (1)
n=-—00 k=—o00
(e, o0
C(Q)H(l 2n 1)(1 _i_Zanfl) — C(Q)H(l +q4n72)'
n=1 n=1
Sigui H(q) = c(q)/ H (1 - ¢®"). Aquesta funcié és analitica perque
és quocient de dues func10ns analitiques. Tenim el seglient:
o0 o0
> (=g > (1"
H(q) = o0 = o0 = o0 L o0 Y
[Ja-¢"]Ja-¢n  J[a-S"H][a-q
n=1 n=1 n=1 n=1

on hem reordenat el denominador passant un (1 — ¢®"*~1) d’un pro-

ducte a un altre. Fem el mateix amb la segona igualtat corresponent

a 03(1/4): N
Z (_1)nq4n2
H(q) = 5= =
H 1 +q4n 2 H(1 _ q2n>
n=1 n=1
ST (=)™
00 :o:_oo [e’¢) = H(q4)'
[Ha-am][a-¢"H][a+¢"?)
n=1 n=1 n=1
Per induccié, H(q) = H(¢*) = limy__. H(¢**) = H(0) = 1.

oo
D’aqui obtenim que ¢(q) = H(l — q2"). O

n=1
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1.3.2 Corol-lari.

(93(2:) (1_q2n)(1+q271 1 2)(1+q2n 1 —2)

[
13

I
—

n

o
H (1 —¢*)(1 +2¢* ' cos 21z + ¢*"72),

61(2) =2¢"*sinmz[[(1— "1 —*p*)(1 - ¢"p?)

n=1

o0
= 2¢'/*sin WZH (1 —¢*)(1 — 2¢*" cos 27z + ¢*™),

n=1

92(2,) _ 2q1/4 COS?TZH(l _q2n)(1 +q2np2)( +q271p—2)

n=1

o0
= 2¢*/* cos wzH (1 —¢*)(1 +2¢*" cos 27z + ¢*"),

n=1

94(2,) (1 _ q2n)(1 _ q2n—1p2)(1 _ q2n—1p—2)

I
13

3
I
—

(1 —¢*)(1 —2¢* ' cos 21z + ¢*"2).

I
13

I
—

n

1.3.3 Corol-lari. Valors dels Thetanullwerte (valors per z = 0)
) o) = 2mg L1 - .
n=1
i) 02(0) = 2q1/4ﬁ(1 — M1+ ™),
03(0) = ﬁ(l -+,
_ H (1—q¢> g2 12,
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1.3.4 Corol-lari. Formula del triple producte de Jacobi
07(0) = 702(0)03(0)04(0).

1.3.2 Férmules d’addicid

1.3.5 Proposicié. (Formules del producte)

01(x,7)01(y, 7) = O3(x + y,27)02(x — y,27) — O2(x + v, 27)03(x — y, 27
01(x,7)02(y, 7) = O4(x + y,27)01 (x — y,27) + O1(x + y, 27)04(x — y, 27
Oo(x,7)02(y, ) = O3(x + y,27)02(x — y,27) — O2(x + v, 27)03(x — y, 27
Os(x,7)03(y, 7) = O3(x + y,27)03(x — y,27) + O2(x + y, 27)02(x — y, 27
Os(x, 7)04(y, 7) = Os(x + v, 27)04(x — y,27) — O1(z + y,27)01 (x — y, 27
04(x,7)04(y, 7) = O3(x + y,27)03(x — y,27) — O2(x + y, 27)02(x — y, 27

DEMOSTRACIO: Per a demostrar la primera férmula, multipliquem
les series (que sén absolutament convergents) i reordenem els termes:

91 (.’137 7')91 (ya T) =
o Z (71)m+nq(m+1/2)2+(n+1/2)2eiﬂ'(2m+1)z+i7r(2n+1)y _

m,n=—00

_ Z r (r+1) /2+5%/2 z7r(r+1)(:v+y)+z7rs(m y) —
r=s 2)
2
_ Z q2(a+1/2) im(2a+1)(z+y) Z q 217Tb(£11 y)
a=—00 b=—o00
+ Z q2a26i7r2a(:v+y) Z q2(b+1/2)26i7r(2b+1)(m—y) _
a=—00 b=—o0

—0a(x 4+ y,27)03(x — y,27) + O3(x + y, 27)02(x — y, 27),
onm-+mn=r,m-—n=S.
Considerant y — y + 1/2
91(%7’)91@—1—%,7’) =
Os(x +y+ %, 27)02(x —y — %, 27) — O2(x +y + %,27)93(1’ —y— %,27),
implica

91 (I’, 7)92(3/’ 7—) = 94(‘T+y7 27—)61 (x_yv 27—) +91 (l‘-}_yv 27—)04('1; -Y, 27—)



17

Formules

Considerant t -z +1/2iy —y+1/2

02(33, T)Hg(y, 7')

03(37""3/7 27—)02(‘7: -Y, 27—) _02(x+y7 27—)93('%' -Y, 2T>

Amb un raonament analeg es prova

93(%, T)Qg(y, 7')

93($+y7 27’)93(.’17 -Y, 27—) + 92 ($—|—y, 27’)92(.’17 -Y, 27—)

i considerant els mateixos canvis

O3(x, 7)04(y, T)

94(35 + 9, 27—)‘94(I - Y, 27—) - 91 (ﬂj‘ + 9, 27—)91(33 - Y, 27—)’

93(33 + 9, 27—)03(1“ - Y, 27—) - 92($ + 9, 27’)92(33 - Y, 27—)

O4(x,7)04(y, T)

(Formules d’addicid)

1.3.6 Corol-lari.

—~ —
DD D D —
222121@@@@@@24@@@@@@
TDID A A AN AD 4~ N A
i S, DT DT DT T DD DT
E 88~~~ "8 ~==="=—
LSS ST DD D D D DL D DD D DD
ANANAN AN o
DPDID + F o FF 0D m m n N N

DI DT
~e—B8 8588388 3388838838
yyyllllQl <+ ¥ —H N —
Nt DI D DD DT D

AN NN SN S AN NN N S

— —_ N

<+ S <+ o» N N 0w N »
242422099990 TSI
S |+ 4+ |+ + I+ 1+

DD DD DD DD DD DD
TN TN TN e e e e e e TN e e e S S
DO D AN N~ N D N N~ N~
D DT DTT T TTTTTIDDD
A—ANNNF —~ N N~ —NHA N NS

NN AN e N e e U N e e N e

NN NN —

NN TN R T A

D D D =

S EBEEEEERESEREREE
ANANAND o v o o 0 FIAN o o ;o F o N
TETTTTITTTTIITTDIDIDD
A~ —

R N T | | A [ |
ANANNAN —~ —~ —~ —~ —~ N —~ —~ —~ —~ — —

NN — NSNS 2NN

AN AN TN AN AN N N N N TN N N N N S

e e W W W s W i e e e e e

NN TN N N N N TN TN N N N N N N

DDA DDDDDIDDIDDDIDD
L e e e
88 8 88 88 8 88 8 88 888
S N e N N e e e e e e e e e e
o F N F m N N F A N~ F o~ N A
PITITTDTTTTTTDTTTTDD
P R ot T T T T T e o e ot T e e
DD DDDDDDIDDIDIDD
++++++++++++++++
88 88 8 8 88 888888828
S N e e S S e e N e S S N N N
N F N N Fn N F N A = N~ F N
TTTTTTTTTTTDTDTDTIDTITD

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)

01(2)03(0) = 63 ()03 (0) + 65 (2)07(0),
031(2)03(0) = 63 ()03 (0) + 05 ()03 (0),

03(2)03(0)

01 (x)03(0) + 03(x)65(0).
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DEMOSTRACIO: A partir de les férmules d’addicié i substituint y = 0,
obtenim aquestes expressions. O

1.3.8 Corol-lari. Identitat de Jacobi

03(0) = 0(0) + 65(0). (1.5)

1.3.3 Derivades de quocients de funcions theta

Considerem ara la férmula d’addicié:

01(z +y)0a(z — y)03(0)02(0) = 03(x)02(2)04(y)01(y) + 0a(x)01 ()05 (y)02(y)

Derivem respecte a y, substituim y = 0 i tenint en compte que 61(0) =
05(0) = 05(0) = 64(0) = 0, obtenim que:

9 (6 :92(0)92(@93(55)
ax<04> B (1.6)

A partir de les expressions (1.1)-(1.4) del corol-lari anterior, podem rees-
criure (1.2):

(B g0+ (220) )~ 20, 12y

Derivant respecte a x i substituint (1.6), obtenim:

9 (0 _ B0k .
Oz \ 04 0% () '
0 (03 _ _ 03(0)01(x)02(x) 0 (61 _ 95(0)02(z)0a(x)
oz \6: ) = 92 (z) oz \ 65 ) = 92 (z)

B0 @) o
gg(aj) ox

03 (0)03 ()04 (x)
63 (@)

oz \ 0, 02(2) 9z \ 0, 92(2)
9 64\ _ 03(0)01(2)02(x) 9 (0s) _ _ 03(0)02(x)04(x)
ox 3 ) 02 (x) ox 1) 6% (x)

62(0)61 (z)04(x) 9

_03(0)03(x)04(x)
03 (x) Oz

03 ()

(%) (%)
(%) (%)
0 (0_4) _ _ 03(0)02(x)03(x) 9 (94) _ 03(0)6: ()05(x)
(%) (%)
(%) (%)
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A més tenim que les expressions (1.2) i (1.3) també es poden reescriure de
la seglient manera:

w0 (35) o010 (35).

o () k0 -0 (19).

Utilitzant (1.6), obtenim:

(gi) = [63(0) — 02(0)¢?] [03(0) — 63(0)¢?], on (=

1.4 La funcié p de Weierstrass i les funcions
theta de Jacobi

1.4.1 La funcié p de Weierstrass i les funcions theta

Sigui:

@(2)22%4— > [ﬁ‘%} on A= (1,7).

weA—{0}

Recordem algunes propietats de la funcié g:

- p és parella, meromorfa amb només un pol doble a z = 0.

- p és periodica: p(z + w) = p(z), per a tot w € A.

- ¢’ és senar, amb només un pol triple a z = 0 i zeros: %, =T
- p satisfa I'equaci6 funcional segiient:

P2 =A(p —e1)(p — e2)(p — €e3) = 4p” — g2 — g3,

go = —4(e1ea + ezez + eres) = 2(e3 + €3 + €2),

on e = p(1/2), e2 = p(57), e3 = p(7/2).
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1.4.1 Proposicié. p satisfa la relacio segient:
—d?
z) = —= logb1(z2) + C.
p(z) = —— log1(2) +

DEMOSTRACIO: Com que p(z) i ;7‘122 log 61(z) tenen la mateixa periodicitat
i els mateixos pols, hauran d’ésser iguals llevat d’una constant C'. O

Calculem la constant C-:

& log 61 (z) = 911/(Z)91(0z%)(5 [9/1(2)]2

dz?
Desenvolupem el factor de la dreta a partir de la férmula :
01(z + )01 (x — )03 (0) = 67 (2)05(y) — 03 ()07 (y)-

Calculem la j—i, substituim z = z, y = 0 i considerant que 6:(0) = 0,
04(0) = 0 (Asparell), 6/ (0) = 0 (A1senar), obtenim:
2 " / 2 2
d_ logel(z) _ 93 (O) _ 91(0)2 . 93(’2)2'
05(0)  65(0)* 61(2)

dz2

Per tant, aixi podem expressar p de la segiient manera:

e O50) 00 6522, [040) 6s(2)]?
p(z)= gz 1oe i HC=—5 345 07 01(2)2 "“Cl+[93(o) Gl(z)]

1.4.2 Corol-lari. Tenim les relacions segiients entre @, les arrels e; i els
Thetanullwerte:

0, (0
’ Q(Z):el-i- [9250 )

~ =
D D
=N
—~}=
W[
~—f—
—

Ver —e3 =m0,(0)2,  \Jer —es = m05(0)2,  ea —es = m62(0)2,
e1 = T(03(0) + 04(0)), e2 = T (63(0) — 04(0)), es = =2~ (63(0) + 64(0)).

DEMOSTRACIO: Avaluant a z = HTT, zero de 03, obtenim que C; = ey. Per

tant: )
0(0) %(z)}
03(0) 61(2)

p(z) =ea + {
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A partir de la relacié:  03(2)03(0) = 03(2)6%(0) + 03(2)603(0), dividint per
62(0), substituint a 'expressié anterior de p(z) i avaluant a z = 1/2, zero
de 65, obtenim:

%@ﬂWT

p(z) =e + {62(0) 01(2)

Analogament:

%@ﬂMT

Wh%*h@@ﬁ)

Relacionant ara les arrels:

WW?F@ @ﬂ'

01(2) B

e““:{ 63(0) ~ 03(0)

Avaluant a z = 1/2 i arreglant, obtenim:

RO 00) 0000002
Ver— e =g a0) -~ h0)0) a0

Analogament s’obtenen les altres dues expressions. Finalment, s’obtenen
sense dificultats les expressions indicades. O

1.4.2 L’invariant j, el discriminant A i els Thetanull-
werte

Partim de l'expressié
A = g3 —27g5 = 16(e1 — e2)*(e2 — e3)*(e3 — €1).

Podem relacionar els invariants el-liptics j, A, i les arrels eq, eo, e3 amb els
Thetanullwerte  61(0),62(0),03(0),04(0)  obtenint, a partir de totes les
relacions exposades a I'apartat anterior, el conjunt de férmules segiient:

A = 1672 [05(0)63(0)04(0)]® = 167* [0,(0)]®,

9= 23 + e+ ed) = Sx* [65(0) + 65(0) + 65(0)]
= 103(0) + 63(0)][94(0) + 63(0)][94(0) — 64(0)]
g3 1 [65(0) +63(0) + 63(0)]?

TTA T 650)65(0)65(0)

g3 =




22

Cap. 1



Bibliografia

[Ki 96] R. B. King, Beyond the Quartic Equation. Birkhauser, 1996.

[Law 98] D. F. Lawden, Elliptic Functions and Applications. Colledge
Press, 1998.

[Mum8&3-1] D. Mumford, Tata Lectures on Theta I. Birkhduser, 1983.

[McKean-Moll 99] H. McKean, V. Moll, Elliptic Curves. Cambridge Uni-
versity Press, 1999.

E. TORRES

DEPT. DE MATEMATICA APLICADA IV

EScoLA POLITECNICA SUPERIOR D’ENGINYERIA DE VILANOVA I LA GELTRU
Av. VIiCcTOR BALAGUER §/N

E-08800, VILANOVA I LA GELTRU

eugenia@mat.upc.es

23



24

BIBLIOGRAFIA



Capitol 2

Funcions theta de Jacobi i
corbes el-liptiques (II)

M. VELA

Aquest segon capitol sobre les funcions theta de Jacobi constara de quatre
parts ben diferenciades. En la primera presentarem les funcions el-liptiques
de Jacobi, n’estudiarem les propietats i les expressarem en funcié de les
funcions theta. La segona part és la dedicada a la immersié del tor en
I’espai projectiu mitjangant funcions theta. Estudiarem l’aplicacié que ens
defineix la immersié i donarem explicitament, en el cas de ’espai projectiu
tridimensional, la imatge del tor com a interseccié de dues quadriques. En
la tercera secci6 farem l'estudi de les funcions theta al variar la variable 7
essencialment sota ’accié del grup modular i estudiarem també la relacié
al multiplicar 7 per 2. Per finalitzar aplicarem les funcions theta per resol-
dre tres problemes classics: el calcul del nombre de representacions d’un
enter positiu com a suma de dos o quatre quadrats, la diferencia entre les
particions parelles i senars d’un enter i la resolucié de ’equacié general de
grau 5.

Amb finangament parcial de MCYT BFM2003-06768-C02-01.
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2.1 Funcions elliptiques de Jacobi: sn,cn, dn

La definicié i propietats d’aquestes funcions sn,cn,dn es poden trobar a
[La 98, Cap. 21 3]ia [M-M99, Cap.2 i 3]. El primer les defineix direc-
tament a partir de la seva relacié amb les funcions # i d’aqui en dedueix
les propietats. Es al capitol 3 on les relaciona amb la inversié d’integrals.
Nosaltres donarem la definicié tal com ho fa la segona referéncia, a partir
de la inversié d’integrals i deduirem després la seva expressié en funcié de
les funcions 6.

2.1.1 Inversié d’integrals

Donada la funcié F(x) = / ft)dt, la seva funcid inversa és G(x) tal que

G(z) )
T = / f(t)dt. Es facil comprovar que la composicié de G amb F és la
identi‘gat:

G(x)
(FoG)w) = F(G@) = [ fdr=s

“ G(F(z)) e
(GoF)x) = G(F(z) =z < F(z) = / Ft)dt = / F(#)dt.

Alguns exemples coneguts de la inversié d’integrals sén:

1
1. Si F(z) = —dt = Ln(t), la seva inversa és e® perque z =

-

|
2. Si F(x) = / ————=dt, la seva inversa és sin(x) perque

sin(z) 1
r = dt
/() V1-—1t2

llevat de periodes, com a funcié sobre el cilindre C/(27Z), ja que

[arcsin(t)]” = 1142 .

En aquest cas, el perfode de sin(z) és 27 = 4

/1\/ 1
——dt.
o VI—t2
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3. Un altre exemple conegut és la funcié p(x) de Weierstrass que in-
r 1
= o=
0 V423 — g2z —g3
d
d—p =¢'(2) =423 — goz — g3 i, aleshores,
2

dp~1 1

v s (9 ()"

verteix F'(x dt, ja que

Estudiarem les funcions el-liptiques de Jacobi com a inverses de funcions
integrals.

2.1.2  Funcions el-liptiques de Jacobi

Considerem la funcié F(x,k

® dt
):/o JaA-ei-re)

(Per a k =0 és el cas de sin(x)).

2.1.1 Definicié. (Jacobi, 1829) : El sinus amplitudinus sn(z, k) és la
inversa de F(z, k), és a dir, és la funcié tal que

/sn(x,k) dt
xr = .
o V-2 e

Fent el canvi t = sin(a),

sn(z:k) dt ¢ da
o /0 VA= 12)(1 - k%) - /0 (1—k2 SimQ(oz))7

on ¢ = arcsin(sn(z, k)) s’anomena amplitud de x i tenim la relacié
sn(z, k) = sin(¢).

2.1.2 Definicié. A partir de sn(z, k) es defineixen les altres funcions el-liptiques
de Jacobi:

e cn(z, k) = /1 —sn?(z, k) (= cos(9)), és el cosinus amplitudinus.

o du(z, k) = /1 — k2sn?(z, k).
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dt
1—2)(1 — k% — k2t%)

)

1
Observem que cn(z, k) inverteix la integral / N

! dt
és a dir, x = / .
ena.k) /(1 = 12)(1 = k% — k%t2)

Comprovem aquest resultat fent el canvi

t=vV1—-uw2su=+1-1t2

en la integral que inverteix sn(s, k):

/sn(m,k) dt /cn(w,k) dt
x = =— .
PG =) Gy SR SR/ § Wpye) Ty oy =2ve)

De la mateixa manera, fent el canvi ¢ = Y 1,;“2, es prova que dn(z, k)

1
. . dt r_ 2
inverteix /x \/(1 A k’2)7 on k' =1 — k2.

Modul complementari i integrals el liptiques de primera es-
pecie

2.1.3 Definicié. El modul complementari de k és k' = /1 — k2, és a dir,
el valor que fa que k2 + k"2 = 1.

Relacionades amb les funcions de Jacobi, tenim les integrals el-liptiques de
primera especie. De fet, el valor en 1 de la integral que inverteix sn(z, k) és
la integral el-liptica de primera especie:

2.1.4 Definicié. La integral

! dt
K =P = || =

és la integral el-liptica completa de primera espécie de modul k. La integral

/ _ 1/k dt . no_ ! dt
K= V-1 —k22) Kik) = /o VI —2)(1 - k22

és la integral complementaria de primera especie obtinguda a partir de &/,
el modul complementari de k.
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En la segona definicid, passem d’una integral a ’altra mitjancant el canvi

. 1
de variables t — T
Observem que sn(K, k) = 1 de la mateixa manera que sin(r/2) = 1.

Podem expressar la integral el-liptica de primera especie en funcié de la
mitjana aritmetico-geometrica:

/2 do am
K(k)=a / -
0 \/a2 cos2a + b?sin2a 2MAG(a,b)

perak?=1-— Z—Z amb 1 > a > b > 0 mitjancant el canvi ¢t = cos a.

Propietats de les funcions el-liptiques de Jacobi

2.1.5 Proposicié. Les principals propietats de les funcions el liptiques de
Jacobi son:

1. sn?(z, k) + en?(z, k) =1,  k2sn?(z, k) + do?(z, k) = 1.

2. sn(0,k) =0, sn(K, k) =1, en(0,k) = 1, dn(0,k) = 1, per a qualsevol
valor de k.

3. Derivades:
L sn(z,k) = cn(z, k) dn(z, k),
L en(z, k) = —sn(x, k) dn(z, k),

% dn(z, k) = —k? sn(x, k) en(x, k).
4. sn(x) parametritza la corba
(¥)* = (1 =)L~ k%),

€s a dir, és solucid d’aquesta equacid diferencial amb condicié de

contorn (Y )z—o = 1.
5. sn(x) és senar, cn(z),dn(x) sdén parelles.
6. Son funcions doblement periodiques. Els periodes son:

sn(z) : 4K i 2iK', cn(z): 4K i 2K +2iK', dn(z):2K i 4iK'.

syl
7. Zeros. Per a = %

- sn(z) té zeros a x = 6%(0)(m + nt),
-cen(x) té zeros a x = 02(0)(m + 1/2 + nT),
- dn(z) té zeros a x = 03(0)(m +1/2 + (n + 1/2)7).
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8. Singularitats:

- sn(z) té pols a iK' i 2K + iK' amb residus 1 i —

-en(x) té pols a iK' i 2K + iK' amb residus — ¢ i
- dn(z) té pols a iK' i 3iK' amb residus — i i 1.

b

BN Al

)

DEMOSTRACIO: Provarem ara les quatre primeres propietats. La resta
es dedueixen de expressié de sn(z, k), cn(z, k) 1 d(z, k) en funcié de les
funcions theta.

1. Aquesta propietat és conseqiiencia directa de la definici6 de sn(z, k)
idn(x, k).

2. A partir de la definicié de sn(z, k) es veu que sn(0,k) = 0 i, de la
definicié de la integral el-liptica de primera especie es dedueix sn(K, k) = 1.
De la definicié de cn i dn s’obtenen els altres dos valors.

3. Derivant la igualtat @ = F(sin(z, k)), obtenim

V(1 —sn2(z))(1 — k2 sn2(z))
= cn(z) dn(x).

&
8

n

=
—

8
~—

|
—~

=]

8

|
—

w0
=

8
~—
~—
~—
Ju

Il

Derivant les relacions de la primera propietat, obtenim les derivades respecte
ax decnidn.

4. De la derivada anterior, podem deduir que

(% sn(x))2 =(1- sn2(ac))(1 — k2 snz(x))7

és a dir, sn(z, k) és soluci6 de 'equacié diferencial donada. El valor en x = 0
de la derivada és 1 perque cn(0, k) dn(0,k) = 1. O

Relacié amb la funcié p

El cos de les funcions el-liptiques també es pot generar a partir de les fun-
cions el-liptiques de Jacobi. De fet:

K= Clp¢) =
C(sn)[v/(1 —sn2)(1 — k2sn2)] per a un modul adequat k2 # 0, 1.

Explicitament, podem expressar sn en funci6 de g:

€1 — €2

Sn(.’L’I) = m
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2 __ ex—e3 : ! —
per a k° = Seaia’ =xy/er —es.

. 7 . /
La xarxa corresponent a les funcions p, o’ és (1,7) on 7 = ZK?.

2.1.3 Funcions el liptiques de Jacobi i funcions theta

Les funcions sn(x), cn(z),dn(x) es poden expressar en funcié de les 6;(z).
En particular,

2.1.6 Proposicié.

amb z = per a k? =

_r
m63(0)

DEMOSTRACIO: La demostracié d’aquest resultat es basa en provar que la

funci6é y = zggg; . 318 satisfa l’equaci6 diferencial de la qual era solucié

sn(z), ()% = (1-52)(1 - k?y?) amb la mateixa condicié inicial (y')z—o = 1
per a aquesta k.

2
Derivant la funcié y tenint en compte que d%(gig;) = 94(0)35‘803@, tal
4

com hem vist amb anterioritat, i el valor de z respecte a x, obtenim

/ 03(0) 92(2)93(2).

YT 0,000,000 62(2)

Per altra banda, fent servir diferents igualtats entre valors de les funcions
0(z), obtenim:

2
2 _ (04(0)  02(z)
-y = (92(0) ) ez(z)> )

2
2,2 _ (04(0)  0s(z)
1-k%y" = (9?«» '0i(z)> '

d’on es dedueix la igualtat (y')% = (1 — y?)(1 — k?y?).
Per comprovar la condicié inicial fem

01(0)  62(0)85(0)

Wm0 = g 0m@ o) "
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2.1.7 Proposicio.

on(w) = 02(0)  0a(2)’ dn(z) = 05(0) 0a(2)’
s 05(0) o 01(0)
K= 810y = 00y
K(k) = gegm), iK' (k) = K (k) = %95(0)

DEMOSTRACIO: Aquestes férmules s’obtenen a partir de la relacié de sn(z, k)
amb les altres funcions, aplicant algunes de les multiples igualtats entre fun-
cions #. Per exemple:

_ _ O - R06h(E) _ O
vk =1t h) =T 0ne) C Bose)

4 sn(z) = cn(z) dn(zx) = dn(x :94(0).93(Z)
(o) = en(a) dnfe) = dn(o) = G0 25
220N 2_0‘21(0)
do?(z) + K2 sn?(z) =1 =k = 310
2 2 __ /2_94(0)
ceee o _%'

Per demostrar les dues tltimes igualtats, avaluem sn(z, k) en z = Z63(0)

amb la qual cosa z = 71'0%(0) = % Aixi, per a aquest valor
3

Sn(x’ k) = . = . =1,

perque 6;(x 1/2)2 2(x) 1 04(x +1/2) = O3(x).
Per tant, K (k) = 563(0) i d’aqui es dedueix el valor de K'(k). O

2.1.8 Corollari. A partir de les expressions de les 6; com a productes
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infinits, obtenim:

A partir de les expressions de sn(z, k), cn(z, k), dn(z, k) en funcié de
les 6;(z), podem acabar de demostrar les seves propietats:

Fi de la demostracié de la proposicié 2.1.5:

5. Com que 61(z) és senar i 03(z),05(2), 04(z) sén parelles, obtenim que
sn(z) és senar i cn(z), dn(x) sén parelles.

6. Els periodes de les funcions de Jacobi es calculen a partir de la
periodicitat ja estudiada de les funcions ;. Farem el cas del sn(x, k) i els
altres es fan de manera analoga.

Es facil comprovar que 4K i 2iK’ = 27K sén perfodes de sn(z, k):

05(0) 0i(=+2) _ 0s(0) 01(2)
WD) = 56 1)~ 6(0) Ban) ~ P

o oy 03(0) Bi(z417)  05(0) Oi(2)
sn(z + 21K’ k)= 72(0) . ) B0 . i) sn(z, k),

perque 2K = 763(0).

Si tenim un altre valor T tal que sn(x + T, k) = sn(x, k), cal que

z+T . x
01 25z ) _ 61(2) 01(%55) _ 91(%)'
I 0 T D) T hh)

Sidenotem y = x /2K it = T/2K, la relacié que s’ha de complir és Zigig =
01(y) i

AR Posant y = m+n7, amb m,n € Z i de les relacions de periodicitat de
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gigig = (fl)mgig;. Per tant, tenim la igualtat per a

qualsevol valor parell de m, és a dir, sempre que y = 2r + n7 amb r € Z.
Aix{ tenim

01 i 04, deduim que

sn(2K (2r 4+ n1), k) = sn(z, k)
i obtenim com a periodes 4K i 2K7 = 2iK’.

7. Calculem els zeros a partir dels zeros de 01(z),02(z), 05(2):

sn(z, k) =0 < 01(z)=0z=m+nr = %
= 2z = 02(0)(m + n7),

en(z, k) =0 ©03(2) =0 z2=m+1/24+n7
= 2 =03(0)(m + 1/2 + n71),

dn(z,k) =0 < 03(2)=0&z2=m+1/24+ (n+1/2)r
=z =03(0)(m+1/2+ (n+1/2)7),
iK'

onm,n€ZitT="%.

8. Les singularitats les obtenim també a partir de les relacions de les
funcions de Jacobi amb les funcions 6;. Com que els zeros de la funci6 04(z)
estan en els punts z = n + (m + 1/2)7 = 5%, els pols d’aquestes funcions
el-liptiques estan en els punts x = 2K (n + (m + 1/2)7).

Dintre del paral-lelogram fonamental per a sn(u) de vertexs — K, 3K, 3K+
2i1K', —K + 2iK’, hi ha dues singularitats a u = iK' i u = 2K +iK'. Les
altres periodicitats sén punts congruents amb aquests. Fent el desenvolu-
pament de sn en aquests punts, obtenim els residus. Al primer punt:

1

1 1 1
= =14k T = (k2
ksn(u) ku[ 6< TR ku+6( O ut

sn(iK'+u) =

per tant, sn(u) té un pol simple a v = iK' amb residu % De manera
analoga,

1
Sn(2K+iK/+u):—sn(iK’+u):_k__|_...’
U

i, per tant, sn(u) té un pol simple a v = 2K + iK' amb residu —%.

cn(u) té també un parell de singularitats v = iK', 2K + iK' dins del
paral-lelogram de vertexs —2K,2K,4K + 2iK’,2i1K’'. Desenvolupant com
abans,

en(iK' +u) = L0 — L 1202 - L1 2l )
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Com que

provem que cn(u) té un pol simple a u = iK' amb residu _TZ
en(2K + iK' 4+ u) = — en(iK’ + u), el residu en l'altre pol és +

Pel cas de dn(u) podem considerar com a paral-lelogram el de vertexs
—K,K,K +4iK' i —K + 4iK’ que inclou les singularitats v = iK', 3iK’
sent la resta congruents amb aquestes. A prop de iK',

(R +u) = LB = L1~ Ju? [ B R ]
=14+ 1@2-F)u+

i, per tant, dn(u) té un pol simple a ¢ K" amb residu —i. Ara, com dn(3:K’+
u) = —dn(iK’ + u), el pol simple en 3iK’ té residu . O

2.1.4 Calcul de periodes de corbes elliptiques

Donada la xarxa A = Zw, + Zws 1 la corba el-liptica
E:y? =423 — gox — g3 = d(x —e1)(z —e2)(xz — e3)
amb e; € R, e; > es > ez, podem triar els periodes

™

wp =2
' / \/m 2MAG(Vex —637\/61 —e3)’
w —21/

’ 00V g3 + got — 4t3 MAG(\/el —e3,\/ea —e3)

Haviem vist que podiem expressar la mitjana aritmetico-geometrica en funcié
de la integral el-liptica de primera especie mitjangant la férmula:

K(k)zﬁg(a,l)) per a k? = —Z—z
D’aquesta manera
“r= \/I;(Els - 35?5?37
perakQ:l—%:ﬁ;
om - g e g,

) _ o ,
perak =1—©@=f —@ca=e _1_[2_}?2jr=¢&
e1—es e1—es K
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2.2 Immersio del tor mitjancant funcions theta

Considerem la xarxa complexa A = (1,7) i el tor associat C/A. Es ben
conegut que tenim una immersié del tor en P?(C):

2.2.1 Teorema. Tenim una immersié de C/A en P?(C) donada per

C/A — EA(C) C P*(C)

z —(p(2) : 9(2) : 1)
que €s un isomorfisme de grups, on Ex és la corba el-liptica d’equacio Ey :
y? = 4a° — gow — g3 perqué (¢'(2))* = 4p(2)° — gap(2) — g5.

Amb les funcions 6; definirem una immersié
@0:C/A — P3(C)

tal que Im(¢p) és la corba Q1 () Q2, interseccié de dues quadriques.

2.2.1 Immersié del tor a P?(C)

2.2.2 Teorema. ([Hu 87, Prop. 3.2, Thm. 3.5], [M-M 99, sec. 3.4],
[Mu 83, sec. 1.4]) Tenim una immersié

p:C/A — P3(C)
z > (01(22) : 02(22) : 05(22) : 04(22))

de manera que p(C/A) és la corba interseccié de les dues quadriques:

Q1 :03(0) 23 = 03(0) 2 + 03(0) 23

Q2 : 03(0) 25 = 03(0) 23 — 03(0) 7.

També en dimensié superior tenim un resultat analeg i una immersié
del tor en un espai de dimensié superior:

2.2.3 Teorema. En general, per a N € Z, tenim una immersio
on :C/A — PN’-1(C)

z (10,0, (N2, T) 0 ..0)

on {0q; b, } €s una base de V(7).
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Com al cas N = 2, pn(C/A) és una subvarietat analitica (algebraica) com-
plexa de PN 2_1(({3) isomorfa a C/A que esta definida mitjangant polinomis
homogenis.

Demostracié de 2.2.2

Considerem la funcié:

¢:C/A — P3(C)

2 — (01(22) : 02(22) : 03(22) : 04(22)).

1. ¢ esta ben definida:

Per la configuracié dels zeros de les funcions 6;, no tots els valors 6;(2z) sén
zero a la vegada. Per tant, ¢(z) representa un punt de P3(C).

A més,

(01(2 + 2) : 92(2’ + 2) : 03(2 + 2) : 94(2’ + 2)) = (91(2) : 92(2’) : 03(2’) : 94(2’))
i, també,

(01(2 +27) : 02(2 +27) 1 O3(2 + 27) : 04(2 + 27)) =
e 4mIT—ATIZ (9 (2) 1 02(2) 1 03(2) 1 04(2)),

per tant, esta ben definida.

2. ¢ és una immersio:

Suposem que ¢(z1) = @(z2) per a z1 # 22 € C/A 6 dp(z1) = 0 que és
el cas d’un zero doble (cas limit quan zo — z1). Considerem els punts
x1=2+1/2ix9 =29+1/2 (6 dp(x1) = 0). Calculant les imatges de 1 i
T2,

o) = (01221 +1):02(221 + 1) : 05(221 + 1) : 04(221 + 1)) =
(—01(221) . —02(221) . 93(221) : 94(221)),

(p(iﬂz) = (—91(222) : —92(222) : 95(222) : 94(222)),

obtenim que ¢(x1) = p(x2).
A més els elements z1, 29, 21, T2 sOn tots quatre diferents: Si, per exemple
zp = @1 = 21 + 1/2, aleshores ¢(z1) = ¢(22) = ¢(21 + 1/2), perd p(z1 +
1/2) = (91(221 + 1) : 92(22’1 + 1) : 93(22’1 + 1) : 94(22’1 + 1)) = (—91(221) :
—92(221) : 03(221) : 94(22’1)) 7& (p(Zl).

Considerem ara y ¢ {21, 22,21, 22} a C/A. Podem considerar una funcié

f =101 + cobs + 303 + 404 #£ 0 a Vo(7) (¢; € C\{0}) que té com a zeros
2z1,2x1 1 2y. (Aix0 és possible perque tenim 3 equacions lineals amb 4
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incognites ¢;). Observem que 61, 65,035,604 formen una base de Va(7) com
hem vist al capitol anterior.

A més, com ¢(z1) = ¢(z2) = 0;(221) = M;(222) = f(222) = 0 i, analoga-
ment f(2x2) = f(2x1). En el cas que dp(z1) = 0, el que obtenim és que f
té un zero doble a z; 1 també un zero doble a z;.

Per tant, f té almenys 5 zeros: 2z, 229,221,222, 2y en 2A, la qual cosa és
una contradiccié perque, tal com hem vist al primer capitol, el nombre de
zeros de qualsevol funcié de V(1) a 2A és 4.

Per tant, no podem tenir dos valors z; # z5 tal que ©(z1) = p(22).

Per a N > 2, raonant de manera analoga i comptant el nombre de zeros
de qualsevol funcié de Vy(7) en NA, obtenim que ¢y és una immersio.

Per tant, ¢(C/A) = Im(p) és una subvarietat analitica complexa de
P3(C) isomorfa a C/A. (Per a N > 2, pn(C/A) = Im(pn) és una subvari-
etat analitica complexa de PV 2’1(((3) isomorfa a C/A).

De fet (Teorema de Chow) podem assegurar que Im(y) és fins i tot una
subvarietat algebraica de P3(C) (de PN°~1(C)) i, per tant, ¢(C/A) esta
definida mitjancant polinomis homogenis.

3. Determinacié de Im(p):
En el cas N = 2, ¢(C/A) és la subvarietat de P?(C) definida com la inter-
seccid de dues quadriques C' = @1 N Q2. Siguin

Q1 :03(0) 23 = 63(0) 2} + 63(0) 23,
Q2 : 03(0) 25 = 03(0) 23 — 67(0) 1.

Anem a provar que Im(yp) = C:
- Im(p) C C perque tenim les relacions:

03(2)03(0) = 03(x)03(0) + 03 ()03 (0),

0% (2)03(0) = 03(x)05(0) — 03 ()03 (0).

- Im(p) =C:

Considerem un pla general H : agxg+ a1x1 + asxs + azxs = 0. Pel Teorema
de Bézout, un pla talla la interseccié de dues quadriques a P3(C) com a molt
en quatre punts, per tant, fH N C < 4. A més, tH N(C/A) =4 a C/A
perque sén els punts z tals que agby(22)+a161(22)+a261(22)+a360,(22) = 0,
i aquesta funcié, com que és de Vao(7), té 4 zeros.

Aixi, obtenim la igualtat p(C/A) = C. O
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2.2.2 Punts de 2-torsid

Pel teorema que acabem de provar, tenim ¢(C/A) = C = Q11 Q2. A C,
podem definir una “suma” traslladant la suma que tenim a la xarxa C/A.

Els punts de dos torsié a C/A sén: 0, IR H—T Fent la imatge d’aquests
punts obtenim:

©(0) = (0:(0) : 62(0) : 03(0) : 04(0)),

e(3) = (01(1) : 02(1) : (1) : 04(1)) =
(=01(0) : =62(0) : 03(0) : 64(0)),

p(5) = (0a(7) : 2(7) : O3(7) :
6 )

e—Tr'LT(

PR = () ~a(r) s ) ()
e~ (6,(0) < ~62(0) : 65(0) : —b

2.3 Comportament de les funcions theta al
variar 7

2.3.1 Comportament de les funcions theta de Jacobi
respecte de SL(2,Z)

Fins ara, a ’estudiar el comportament i les propietats de les funcions 8, hem
mantingut fix el valor de 7 i hem estudiat el comportament respecte z. En
aquesta secci6 estudiarem el comportament respecte de 7, en particular el
valor de 6;(z,v(7)) on « és un element del grup especial lineal. [La 98, sec.
1.711.8] i [Mu 83, sec. 1.9] sén la bibliografia basica d’aquesta seccid.
.. 1 0 -1

Sigui SL(2,Z)=(a, ), on a = 0 1 08 = 1 0 ) el grup
especial lineal. Comencem estudiant el comportament de les 8; al variar 7
pels generadors:

1. Considerem 7/ = a(7) = 14 7. En aquest cas, el nome ¢/ = ™ =

emi(TH) — _emiT — g, Aix{:

=3 (@) = Y () = ).

nez neZ
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Per la relacié d’aquesta amb la resta de les 6;, tenim:

Or(z,7+1) = =T HmiGH1/2)g, (5 + THL ) =
67”'/467?; TR0, (2 + 14 2,7) =
e”/“eﬂ: iz 41/2) g5 (2 + 5T =
e/ e T TIER20, (2 + T 1) = €T 01(2,7),

i, de manera analoga,
Os(z,74+1) = €T 0y(z,7),
O3(z, 7+ 1) = 04(z,7).
2. Considerem ara 7/ = (1) = =! que es coneix amb el nom de

transformacié de Jacobi.
La idea és comparar 6;(z,7") amb 6;(z, 7) mitjangant la férmula de sumacié

de Poisson:
Yo fm= Y ),
on A(n) = / e~ 2minT f(1)dx és el n-esim coeficient de Fourier.

Ara ho farem servir per trobar la relacié entre els Thetanullwerte 6, (0, 7")
i0,(0,7). La demostracié per a qualsevol valor de z es fara en dimensi6 su-
perior.

Aplicant la férmula de sumacié de Poisson a f(z) = emite? que té com
a n-osim coeficient de Fourier f(z) = (—ir)~Y/2¢=™*"/7 tenim:

93(0,7_): Z qnz — Z eTrz'Tnz — Z (_Z~7_)—1/2e—7r'm2/7':>
oo s oo )
050, 5) = D (=ifm) 2™ = Y Lt 2e T g5(0, 7).
Per a un valor qualsevol de z, es té:
03(2, 1) = (ir) 275 70y 2, 1)
3 7_7 - )

Aixi, tenim la taula de transformacions segiient:
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(s +1) = e 0y(2,7) | 01(2,2L) = —(in)} ™5 0y (2,7)
Oa(z, 7+ 1) =% O2(2,7) 92(%,_71):(2'7)%6# 04(2,7)
O3(2,7 + 1) = 0a(z,7) 03(2, =1) = (i)} €™ 03(2,7)

Oa(z,7 + 1) = O5(2,7) 04(2, =) = (ir)% €™ Oy(2,7)

I en el cas dels Thetanullwerte no nuls, tenim:

05(0,7 4+ 1) = €% 6,(0,7) 02(0, =1) = (i7)7 04(0,7)

05(0,7 4+ 1) = 04(0,7) 05(0, =) = (ir)z 03(0,7)

04(0,7 +1) = 65(0, 7) 04(0, =2) = (i7)7 0(0,7)

Hem obtingut aquestes relacions per als generadors del grup modular.
Per a una transformacié qualsevol del grup tenim el segiient resultat que
sera demostrat en dimensi6 superior al capitol segiient:

2.3.1 Teorema. Donats a,b,c,d € Z, ad—bc=1, ab,cd parells, tenim
que:

z ar +b
S\ervd er+d

micz?
> = C(CT+d)% et f3(z,7) on(®=1.
Per fixar ¢, suposem que ¢ >0 o0 c=014id >0 (si cal, multipliquem la

3 ) per -1). Aleshores, Im(cT+d) > 0 i triant Re(er+d) > 0:

1) Si ¢ parell, d senar = ¢ = i*/2(d=1) <ﬁ) .

2) Si ¢ senar, d parell = ( = e 5" (4).

. a
matriu
c
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En particular:

ar +b

03(0, ———
s Ter+d

) = C(er +d)? 05(0,7).

2.3.2 Transformacié de Landen

La transformaci6 de Landen és la que relaciona #; amb parametre 27 (nome
q?) amb 6; amb parametre 7 (nome gq).

2.3.2 Teorema. (Les transformacions de Landen)

91(%,7’)92(%,7’)

0,(2x,27) = 5200 0.0
02(x,7) — 03(x,7)
0>(2x,27) = 3 7
! ) V2630, 7) — 63(0,7)]
_ 03(x,7) + O3(x,7)
05(2x,27) = V21620, 7) + 63(0,7)]
0420, 27) = 3@ D)0, 7)

(93(0, 7')94(0, T) '

La transformacié de Landen (1775) es va escriure originariament en

funcié de les K(7): Posem ki = % Aix{:
2 2 2 1 %) /
k(27’) — 92(0727—) — 03(077—) B 04(07T) _ 0%(0,7’) — 1-k (T) —k (7_)
62(0,27)  62(0,7) +63(0,7) 14 %500 " 1+k(r)

02(0,7)
i, a partir d’aqui, es prova
K(k(r)) = (1 + k(7)) K (k1 (7))
0, equivalentment (canviant k per a k1),

K(k(r) = — K <2V ’“(T)) ,

(1+ k(7)) 1+ k(7)

que és la transformacié de Landen original.
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Algebraicament, podem veure la transformacié de Landen com la des-
cripcié de la multiplicacié per 2:

C/<1,7>'—2>C/<1,27'> ~ C(r) —C(271) .

2 2, 2
xToxy . Ty—Ty | Tortxy | $2$3>

@o: w1t @) o (E2EL 2R 22s s

on

a1 = VB30, 1)6:(0.7), a> = /2063(0,7) — 63(0, 7)),

as = \/2063(0,7) + 63(0, 7).

Demostracié de 2.3.2: Haviem provat les relacions segiients de les
funcions theta:

91 (.17, 7)92(?/7 T) = 01 (JI + Y, 27')94($ - Y 27—) + 94($ + Y, 27—)91 (JI - Y 27—)a
03(:6’ 7-)93(y7 T) = 03(I + Y, 27—)93(:6 - Y, 27—) + 92(‘77 + Y, 2T)02(I - Y 2T)7
93(x7 7)94(y7 T) = 94($ + Y, 2T)94(£C - Y, 27—) - el(x + Y, 27—)91 (.’E - Y, 27—)7

94(.1?, T)94(y7 T) = 93(.’1) + Y, 27—)93(33 - Y, 27—) - 92(1‘ + Y, 27—)92(5E - Y 27—)

Fent x = y a aquestes relacions tenim:
01(x,7)02(x, 7) = 01(22,27)04(0, 27),
03(x, 7) = 03(2x,7)05(0,27) + 02(2x,27)62(0, 27),
O3(x, 7)04(z, 7) = 04(22,27)04(0, 27),

02(z,7) = 03(22,7)03(0,27) — 02(2x,27)62(0, 27).

Substituint = per 0 en les tres tultimes identitats ens queda:
02(0,7) = 05(0,7)05(0,27) + 63(0, 27),
03 (O’ 7)04 (07 T) = oi(ov 27—)7

62(0,7) = 03(0,7)03(0,27) — 62(0, 27).



44 Cap. 2
I resolent, obtenim els valors dels Thetanullwerte de 27:
03(0,27) = 5 [03(0,7) — 63(0,7)] ,
03(0,27) = 5 [03(0,7) + 63(0,7)] ,
62(0,27) = 03(0,7)04(0,7).

Substituint el valor d’aquests Thetanullwerte en les féormules, obtenim
les transformacions de Landen:

01(x,7)02(z, T) 03(x,7) — 03(z,7)

91(21’,27’) = 02(2$,27)

0300, 7)01(0,7) ~ /2002(0, 1) — 62(0, 7)]

O3(x,7)04(z,T)

\/03(0,7)04(0,7)

_ 0%(z,7) + 03 (z, 7) 5 27 =
Y (X B K

2.3.3 La funcié n de Dedekind i els Thetanullwerte

Anem a expressar la funcié n de Dedekind en funcié dels Thetanullwerte.
Recordem que la funcié n de Dedekind és

N 0o
n(r) =gz [[(1-¢"), neH
n=1

En particular tenim la relacié A(7) = (2m)'2 n(7)?*.

Aquesta funcié satisfa les relacions:

i}

-1
n(r+1)=er —

T

n(r) 1 a(—) = (=ir)!/2(r).
Es pot escriure en funcié dels Thetanullwerte a partir de I'expressié del
discriminant A(7):

1672010, 7 = (2)"2 (r)?' = 0(r)° = 5040, 7).

També es pot calcular

01 1(0,37) = e™/%(7)

11
672

i, per una altra banda,

0,.40,30)° = 564(0, 7).

11
6°2

Per tant,
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2.3.3 Proposicié. Se satisfa que

2.4  Algunes aplicacions

2.4.1 Sumes de quadrats i Thetanullwerte
Sigui
re(m) = #{representacions de m = a? + a3 + a3 + ... + a3},

és a dir, la funcié que compta el nombre de representacions de l'enter m
com a suma de k quadrats.

Fent servir el valor dels Thetanullwerte, trobarem expressions per a ro(m)
i r4(m), és a dir, pel nombre de representacions d’un enter com a suma de
dos 6 quatre quadrats. A partir de les expressions de 63(0) i 63(0):

2 o0
2 2 2
03(0) = [an] =3 ¢itE = Ny (m)g™,
neZ nez? m=0

4 oo
2 2 2 2 2
03(0) = [Zq”] = 3 et = 3 myg™,

nez nezZ4 m=0
trobarem el valor de ra(m) i rq(m) calculant el coeficient de ¢™ en les
expressions de 63(0) i de 03(0) respectivament.
2.4.1 Teorema.
ra(m) = 4(di(m) — ds(m)),

on di(n) denota el nombre de divisors de n congruents a k modul 4.

DEMOSTRACIO: A [Gr 85, Secci6 9.4, Férmula 9.10] es déna una expressié
de les potencies de 03(0). En particular,

2n—1

oo o q
n=1
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A partir d’aqui,

2n—1

93 =1 +4Z n 1 -1 +4Z n—liqk@n—l)
k=1

_1+4qu Z 1)n—1:1_~_4iqm Z 11— Z 1

2n—1|m n=1 dn+1lm 4n+3|m

=1+ 4qu(d1(m) — d3(m)).
m=1

Aixi
> ra(m)q™ = 603(0) =144 g™ (di(m) — ds(m))
m=0 m=1

i comparant les dues expressions
ra(m) = 4(dy(m) — ds(m)).0
Analogament:

2.4.2 Teorema.
ra(m) = 8o’ (m),

on o’ (m) denota la suma dels divisors de m que no sén miltiples de 4.
DEMOSTRACIO: En la mateixa referéncia que abans podem trobar 'ex-
pressié
4 n
0)=14+8 —— -8 1)t ——
N WL

Desenvolupant-la

03(0) =3 gra(r)g” =

> qu2n
n=1

(2m+1)
1SS g3 O g3 CR R

n= 1 3=>0 —O

1+ SZan 2j+1)n _ 822m2q4m + 82 (2m +1) ZQQJ 2m+1)

n=1 35>0 m=1 j>1 j>1
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Per calcular el coeficient de ¢" de I'dltima expressié distingim casos:

— Si 7 és senar, només apareixen sumands de ¢" en el primer sumatori i els
coeficients sén els divisors de r, que sén senars.

— Sir = 2(4), només tenim aportacié del primer sumatori (que sén els
divisors parells de r) i del tercer sumatori (divisors senars de 7). Es a dir,
obtenim tots els divisors de r.

— Sir = 0(4) posem r = 2°¢ amb 2 { ¢t. Tenim aportacions de tots tres

sumatoris. En el tercer, apareixen els divisors senars de r. Els coeficients

que surten en el primer sén Z 2¢d. Els que apareixen en el segon sumatori
dlt

son Z 2d. Tenim

d|2e—2t
Sood— Y 2d=
d|t d|2e—2¢
=2°) "d-2) d(l424-+2°72) =27 d-202°1—1)) d=) 2d.
dft d|t d|t d|t d|t

Es a dir, obtenim tots els divisors de r llevat dels que sén multiples de 4.
Aixi

2.4.2 El teorema d’Euler sobre els nombres pentago-
nals

Recordem que un enter m € Z és pentagonal si m = %n(?)n +1). Aquests
nombres reben el nom de pentagonals perque compten el nombre de punts
de tots els costats dels pentagons regulars de costat n.

Denotem per p.(m) (respectivament p,(m)) el nombre de particions de
lenter m com a suma d’un nombre parell (respectivament senar) n > 1
d’enters diferents. Fent servir les expressions de les funcions theta, podem
provar el conegut resultat d’Euler:

2.4.3 Teorema. (Euler) ([M-M 99, sec. 3.8])
(-1)™ sim = 1in(3n£1), ie. si és pentagonal

0 sim# in(3n+1).
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DEMOSTRACIO: La demostracié es basa en avaluar la funcié 63 en z = 1 5+35,
és adir, p — igt%, ¢ — ¢*/2 i comparar les dues expressions d’aquesta funcié

com a suma i com a producte infinit.

Com 03(z,7) = 03(p, q ZpQ" "* obtenim
ne

1_'_7— n n(3n+1)
52T m) = bsfig g = S0 (1) g
nez

Per altra banda, a partir de lexpressié de 035(z,7) = 03(p,q) com a
producte infinit

(oo}
93(2'77') = 93(p,q) — H(l _q )(1 _|_q2n 1 2)(1 +q2n—1p—2)
n=1
obtenim
oo (oo}
0s(ig"/*,¢*?) = [T =) (1 = N1 = %) = [ (1 = ™).
n=1 n=1
Per tant,
n(3n+1) e
2 ot = L=
neZ n=1
Desenvolupant el producte infinit en potencies de g,
@n+1) i
Y ret s =T[a-qm
nez n=1
o0
DICID MRS
d=0 Ni,...,ng>1

i igualant, obtenim el resultat. O

A [M-M 99, sec. 3.8] podem trobar d’altres relacions entre sumes i pro-
ductes i que es relacionen amb particions que s’obtenen de manera analoga
a l’anterior. A tall d’exemple tenim:
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oo oo oo
LJJa-g) =14 > gnTme=1+) pn)g",
n=1 d=1nq,- ,ng>1 n=1
on p(n) denota el nombre de particions de enter n > 1 en nombre
positius (sense comptar l'ordre),

oo [e.¢]
2
2. [T+ N =14> " [(1-)(1—q")(1 -],
n=1 n=1
3 JI0+a) =143 [0 - )1 - )1 -]
n=1 n=1
4TI =a =g - g7t = 37 (-1,
n=0 n=—oo
d > (5n+1)
5. H(l _ q5n+2)(1 _ q5n+3)(1 _ q5n+5) _ Z (—l)nq T
n=0 n=-—o0

oo

6. [Ja-¢m—g"p(1—q"'p HA - p)A - 'p7?)

n=1
_ 3n _3p—1y nGBn+2)
=> 0" -»p Ja T
nez

2.4.3 Aplicacié dels Thetanullwerte a la resolucié de la
quintica

En aquesta darrera seccié donem les idees de com podem aplicar el que hem
estudiat sobre els Thetanullwerte a la resolucié de l’equacié de grau 5. Els
detalls de tot aquest estudi es pot trobar a [M-M 99, sec. 5.5-5.6].

Considerem ’equacié general de grau 5
Ps(X) = X5 - O1X* + 0, X3 — C3X2 +C4X — C5 = 0.
Jenard, en 1834, va provar que P5(X) pot reduir-se a la forma:
Qs(X)=X"-X+C=0

adjuntant radicals al cos base Ky = Q(Cq,Cy,Cs,Cy4,Cs5). Observem que
el grup de Galois de Q5(X) sobre Q(C) és As. Si C' = C(7), les solucions
d’aquesta equacio sén valors de funcions modulars.

Siguin x(7) = —/k(57), y(7) = k(7). Aquestes funcions satisfan
I'equacié

F5(X,Y) =X V5 +5X?Y?(X? -~ V?) —4XY(X*'V* - 1) =0.
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El grup de Galois de F5(X,Y") sobre Q(Y) és As.
Si fixem y(7), les sis arrels de F5(X, y(7)) sén

Too(T) = —VE(BT), zn(1)= ¢k (T+516n), 0<n<A4.

A partir d’aquestes definim

Xo(7) = (Too () — 2o (7)) (@1(7) = 2a(7)) (w2(7) — 23(7))y(7),
X1(7) = (oo (1) — 1(7)) (22(7) — o (7)) (23(7) — 2a(7))y(T),
x (1) = (oo (1) — a(7)) (1 (7) — 23(7)) (20 (7) — 2a(7))y(T),
X3(7) i = (oo (1) — 23(7)) (22(7) — 24(7)) (21 (7) — 20(7))y(T),
Xa(7) = (Too () — 2a(7)) (@o(T) — 23(7)) (21(7) — 22(7))y(7),

i el polinomi
F(X) = (X = x0(m)(X = x2(7)(X = x2(T))(X = x3(7))(X = xa(7))
que pertany a Q[X, y(7)].

Hermite (1859) calcula aquest polinomi que no és res més que el polinomi
minim de yo(7) sobre C(k(7)):

F(X) =X - 255 k2(1 — k2)2X — 2653 k2(1 — k2)2(1 + k), k= k(7).
Aixi{, considerant G(X < X ) obtenim:
514/k(1—k2)
2
GX)=F =X’ X4 éﬂ
ik 1—k;2) 51 y/k(1 —k2)

que és una equacié del tipus Q5(X) de les quals voliem trobar les arrels.
Per fer-ho:

Esquema d’Hermite (1859) per trobar les arrels «; de
Qs(X)=X"-X-C=0:

1. Calculem k2 com a arrel de 24(1 + k2)* = 55 C* k2(1 — k?)? (és una
equacié de grau 4, per la qual cosa k? s’obté per radicals).

2. Calculem 7 = iK'(k)/K (k).
3. Una arrel de Q5(X) és ay = 2-51/k(1 — k2)xo(7).

4. Les altres quatre arrels a,, = 2 - 51 E(1 = k?)xn(1), n=1,2,3,4 es
poden extreure per radicals sobre Q(C)[x1].
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Equacions de grau més gran o igual que 5:

Seguint aquesta idea de fer servir les funcions theta, d’altres autors han
trobat les arrels d’equacions de grau superior. Els exemples més significatius
son:

Umemura([Um 84]): Expressa les arrels del polinomi f(X) € C[X]

com a quocients de Thetanullwerte 6] Zl 1(0,Z) on Z és la matriu de
periodes de
Cr:Y?=F(X),
on
FX) = XX -1f(X) si deg(f) és senar,
T XX —1D)(X —2)f(X) if deg(f) és parell.

Simplificant aquests resultats, Guardia [Gu 01] expressa les arrels de
f(X) € C[X] com a quocients de Thetanullwerte jacobians associats a la

matriu de periodes de
Y? = f(X).
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Capitol 3

Funcions theta classiques

()

J. GUARDIA

En aquest capitol introduirem la funcié theta en dimensié superior, i prova-
rem les relacions basiques que satisfa. En la primera seccié del capitol ens
centrarem en la definicié, la caracteritzacié i la convergencia de la funcié
theta. En les seccions posteriors ens ocuparem de les nombroses formules de
transformacio de la funcié theta, que caracteritzen tant el seu comportament
per isogenia (seccions 3 i 4) com el seu comportament modular (seccions 5,
617).

Els resultats d’aquest capitol sén tots ben coneguts, i la majoria de
les demostracions sén elementals. Sovint els textos actuals es centren en
aspectes més teorics de les funcions theta, passant molt de pressa per aquests
resultats basics, de manera que les demostracions s’han de perseguir en els
classics. Aquestes notes semblen una bona ocasié per tractar amb un cert
detall el que podriem anomenar beceroles de la funcié theta. Essencialment,
la primera part del capitol és una versi6é actualitzada dels primers capitols
del llibre de Krazer [Kr03]. Per a 'estudi del comportament modular de la
funcié theta, pero, hem seguit el llibre d’Igusa [Ig72]. El lector avesat es
complaura en la lectura d’ambdues referencies.

Amb finangament parcial de MCYT BFM2000-0627, BFM2003-06768-C02-02.

95



56 Cap. 8 Funcions theta classiques (I)

3.1 Definicions

3.1.1 Seéries theta

Una serie theta en dimensié g és una expressié del tipus

Z F(m) = Z exp(mi‘mZm + 2mi'mb + ¢)
mezs mezs
onb,ceC9iZ="Z¢e My(C) és una matriu simetrica.

3.1.1 Teorema. La série anterior convergeix si i només si la matriv Y :=
ImZ = (r;1);x és definida positiva.

DEMOSTRACIO: Si la série anterior convergeix, el seu terme general tendeix
a zero:

limy,,, 400 Fi(m) =0

U
hmmkﬁﬂ:oo |F(m)F(_m)| = Hmmk*):too e—thYm = 0
4

Denotem per Tj(z) el determinant del menor de la matriu Y format per les

files1,2,...,i—1,jiles columnes 1,2,...,i—1, k. Aquests nombres satisfan:

a) rﬁ) = rj; (=element j, k de la matriu V).
b) 7"](2) = r](:])
&) D61 (0),.) _(0),.()

gk Tic1i—1 = Vi T — Tik Tij

Tenim que

e e 2
thm:rﬁ)<m1+£m2+--~+ﬁm> +
(1) 19
11 11 )
(2) (2) (9)
T2 T29 Tgg 2
T <m2+"'+ﬁmg> Ty e

T11 22 Tg—1,9-1

i per tant la condici6 (x) implica

rY > 0,08 > 0,09 = detY > 0,
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la qual cosa equival a que Y sigui definida positiva. Reciprocament, aquesta
condicié ens permet afirmar que

g
r
Tg—1,9-1

Ates que el paper dels my, és simetric, de fet tenim que

detY

'm.Y.m > my,

kk

on hem denotat per Yii 'adjunt de I’element ri; de Y. D’aqui traiem que

g
1detY
tm.Y.mZZ)\kmi, amb \p = — c

> 0.
— 9 Yik

Ara tenim que

Z F(m)’ < Z |F(m)| = Z exp (=7 'mYm + 27 ‘m Re(b) + Re(c))

mezZ9 mezZ9I mezZ9I

g
< 6Re(c) Z exp (7‘( Z /\kmz + 2my, Re(bk)>

meZI k=1

g too
< 6Re(c) H ( Z exp(fﬂAkmi + 2mmy Re(bk))>
k=1 \m=—o0

i cadascun dels factors d’aquest producte és una serie theta en dimensio 1,
la convergencia de la qual és immediata pel criteri del quocient. O

La demostracié anterior es deu a Krazer i Prym ([Kr-Pr1892]) que cul-
minen els treballs de Weierstrass, Christoffel, Briot, Thomae i Rosenhain.
Riemann ([Ril876]) déna una demostracié diferent, basant-se en un criteri
integral propi.

3.1.2 La funcié theta
La funcié # de modul Z i argument u ve definida per la serie:

O(u,”2) = Z F(m,u,Z) = Z exp(mi ‘mZm + 2mi 'mu),
mez9 meZ9I
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onu€eC iZ="7c My C),Im(Z)>0.

La funci6é theta en dimensié 1 apareix per primer cop el 1822, en el
tractat de Fourier sobre la teoria de la calor ([Fol822]). Jacobi n’inicia
Iestudi sistematic en els Fundamenta Nova ([Jal829]). Gépel ([G61847]) i
Rosenhain ([Ro1851]) introdueixen la funcié theta en dimensié 2, gairebé al
mateix temps que Weierstrass ([Wel849]) i Riemann ([Ril1857]) estudien ja
la funcié theta en dimensié qualsevol.

La convergencia puntual de la funcié queda garantida pel teorema 3.1.1,
pero en realitat tenim molt millors propietats de convergencia:

3.1.2 Teorema. La funcié 0(u,Z) convergeix absolutament i uniforme-
ment en ambdues variables u, Z en conjunts

w,Z)€CxXH, : | Tmu |pw< -, TmZ > ¢y1d
g 2
yis

i per tant defineix una funcio holomorfa C9 x H, — C.

DEMOSTRACIO: Tenim que:
lexp (mi'mZm + 2mi'mz)| < exp (—wea Yo5_; mi) exp (wer Yop_y my)

g
H Z exp (—WCQmi + wclmk)
k=1

my >0

Per tant, la serie que defineix la funcié theta és dominada per la serie
g

Z exp (—7r02m2 + ﬂ'clm) . Com que

m>0
. 2
Z exp (—7r02m2 + ﬂ'clm) = constant X Z —TC2 (m - — >
271'62
mE>0 m>0

la convergencia d’aquesta série és trivial. A més, el criteri M de Weier-
strass ens garanteix ara la convergencia uniforme, i per tant, I’holomorfia
de la funcié 6. O

Les propietats de quasi-periodicitat de la funcié € sén ben conegu-
des, i s’obtenen trivialment de les propietats de quasi-periodicitat del terme
general que les defineix:
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o Fimyu+n,Z)=F(m,u,Z)=0u+n,2Z)=0(u,Z2).

° F(m, u—|—Zn’ Z) — % = 9(u+Zn7 Z) — e*ﬂi‘nZn*Qﬂ'i‘nug(u7 Z)

La funcié theta satisfa les equacions en derivades parcials:

0%0(u, 2) 145, 00(u, Z) .
R Sk el 2 +6Jk -~ 27 =1,...
3u]8uk 8ij ) [2W) ) » 95

conegudes genericament com equacié de la calor.

Aquestes propietats caracteritzen essencialment la funcié 6 llevat d’una
constant de proporcionalitat:

3.1.3 Teorema. Sigui G : CI9 — C una funcié de tipus C'.

a) Si G satisfa les propietats de quasi-periodicitat anteriors, ha de ser
G(u) = A(2)0(u, Z) per a certa constant A(Z) € C.

b) Siamés G(u) és solucid de l'equacid de la calor, llavors A(Z) és una
constant que no depén de Z.

DEMOSTRACIO: La periodicitat de G(u) respecte Z9 garanteix lexisténcia
d’un desenvolupament en serie de Fourier:

G(u) = Z Cm exp (23 fmu) .

meZI

(La convergencia d’aquest desenvolupament a la funcié queda garantida per
la hipotesi que la funcié és de tipus C!.) La quasi-periodicitat de G(u)
respecte les columnes de la matriu Z = (Z1,...,Zy) = (Z,s)rs, combinada
amb la unicitat dels coeficients de Fourier d’una funcié periodica, déna la
recurrencia

1
Cmte, = Cm X €XD (27rithk + m'Zkk) , e =(0,...,1...,0)

Aixi doncs, la funcié G(u) queda determinada univocament pel coeficient
A(Z) = c,...0), 1 velem a més que G(u) = A(Z)0(u, Z). Si alhora G(u) és
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solucié de I'equacié de la calor, llavors:

0?G (u) — A 0%0(u, Z)
ou;ouy, Ou;O0uy
I I
_0G(u) , 00(u, Z)
21+5Jk — 21+§]kA A )
0Z;k (2) 0Z;1,
I
0A(Z) 09(u, Z)
Z AZ)———=
i cal que aaAz(i) =0.0

La demostracié dels teoremes 3.1.1 i 3.1.2 ha consistit essencialment en
reduir una funcié theta en dimensié g a un producte de g funcions theta
unidimensionals. Aquesta técnica s’empra amb molta freqliencia. De fet, es
pot fer amb una major generalitat, tenint en compte ’observacié segiient

Zy 0 ... 0
. Uy
siz— | 2 € Myp(C),u= | : | € C9" llavors
: . .0 m
0 ... 0 2z

h
O(u, Z) = Ha(uj,zj).

3.1.3 Funcions theta amb caracteristiques

Per moltes raons que quedaran paleses en els capitols segiients, és interessant
considerar funcions obtingudes a partir 6(u, Z) traslladant ’argument u per
un vector complex ¢ € CY9. Ates que C9 = RY + ZRY, qualsevol ¢ € C9
s’escriu de manera tnica com ¢ = a + Zb, amb a,b € RY9. Aix0 ens porta a
les definicions segiients:

3.1.4 Definicié. Siguin a,b € RY dos vectors qualssevol.
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e La funcié theta amb caracteristica [ z } és

0 [ Z } (u, Z) := exp(mitaZa + 2wita(z + b))0(u+ Za + b, Z)

= Z exp(mi‘(m +a)Z(m + a) + 27i(m + a)(u + b))

meZ9I

= Z F(m,u,Z, a,b).

me”ZI

e La funcié theta amb caracteristica [ Z } i factor exponencial és

g { g ](u, 7) = exp(mi 'uY " 'u)0 { ‘; }(u,Z)

Observeu que H(u,v) := 2i'uY ~'v és una forma hermitica de Riemann
sobre C9.

Aquestes noves funcions theta amb caracteristica tenen propietats com-
pletament analogues a les de la funcié theta original. Sén quasi-periodiques:

(u+n, Z) = exp(2mitan)d [ Z ](u, Z),

a

(u+2Zn,Z) = exp(—mi*nZn — 2mi'n(z +0))0 { b } (u, Z);

SR o

i també sén solucions de l'equacié de la calor (i aquestes propietats les
determinen univocament llevat de constants). A més a més, satisfan algunes

relacions elementals com ara:
0 [ ‘Ziz } (u,2) = emi'a'Za+2mita/ b4ty [ ) ](u +Zd +V,2),

9{ :Z }(U,Z) —9{ Z }(u,Z).

3.1.4 Funcions theta amb nivell

Definicié. Una funcié theta de nivell N, modul Z i caracteristica

3.1.5
{ Z } és una funcié continua Gy [ “ ] (-,Z) : C9 — C que satisfa:

b
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e Gy { Z } (u+n, Z) = exp(2mitan)Gy { Cbl ] (u, 2)

e Gy { b } (u+2Zn, Z) = exp(—miN 'nZn—2miN ‘bu)G N [ Cbl ] (u, Z)

Els exemples tipics de funcions theta amb nivell sén

N 1 N

0 (Nu,NZ), 0 (u, =2), 0 (u, Z).
b btk N btk
N N

El conjunt de totes les funcions theta de nivell N, modul Z i caracteristica
[ Z és clarament un espai vectorial complex, que denotarem per V]? [ Z } .

La quasi-periodicitat que satisfan les funcions theta amb caracteristica i
nivell donats imposa certes relacions de recurréncia en els coeficients de les
seves series de Fourier, i a partir d’aquestes recurrencies es comprova que

dim VZ { Z } = NY. Disposem de diverses bases de VZ { Z
atk
e (Prym) {9 [ fg }(Nu,NZ)} ;
ke(Z/NZ)9
e (Schottky) {9[ 0, }(u% Z)} ;
N ke(Z/NZ)s
atj
o SiN=r2 {o{ oI }(m,z)} .
T J,k€(Z/rZ)9

3.2 Equacions funcionals

L’interes geometric de la funcié theta té dos objectius basics:

(1) La construccié d’immersions projectives de tors complexos C9/A.

(2) La construccié d’immersions projectives de varietats modulars I'\ H.

El primer objectiu va lligat a lexisténcia de relacions algebriques entre
les funcions theta amb un mateix modul perd caracteristiques diferents.
Les formules més conegudes son la férmula d’addicié i la féormula de
Riemann. De fet, ambdues sén casos particulars d’una férmula més general
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que descriu el comportament de la funcié theta a través d’isogénies. Aques-
tes férmules s’obtenen de manera elemental, reordenant convenientment les
series que defineixen les diverses funcions theta.

La possibilitat de dur a terme el segon objectiu és deguda al que se
sol anomenar equacié funcional de la funcié theta i que reflecteix el
comportament de la funcié theta a través de I'accié del grup modular. La
demostracié d’aquesta equacié funcional es basa en 1'is de la transformada
de Fourier i la férmula de sumacié de Poisson.

En la resta del capitol ens ocuparem de provar aquestes relacions. Mal-
grat que les tecniques concretes son diferents en cada cas, totes les demostra-
cions tenen una filosofia comuna. Si denotem per F(m,u, Z,a,b) el terme
a
b
Pobservacié que les transformacions del terme general F(m,u,Z) donen
transformacions de 0(u, Z). En la taula seglient resumim les diverses trans-
formacions que s’apliquen al terme general amb les equacions funcionals que
generen, aixi com les aplicacions geometriques que se n’obtenen.

general de la série que defineix 6 } (u, Z) el punt de partida sempre sera

Transformaci6 Foérmula Aplicacié

F(m,f(u),Z,a,b) g &£,
0 @ (u+Za+b,Z)«~0 a (u,Z) € /(Id|Z) B

b b
F(¢(m),u,Z,a,b) Equacionsde Im ¢
0[ Z (u+v,Z)<A~»0|: Z (u,Z)0|: Z :| (v,2)
F(m,u,Z,a,b) a a Spag (Z)\Hg—PN
0y |@oe—o] | (MuoM2)

3.3 Comportament per isogenies

3.3.1 Reordenacié de series absolutament convergents

Una serie S = Z f(m) absolutament convergent pot ser reordenada de

mEeZ
qualsevol manera. Per als nostres interessos, hi ha dues reordenacions
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basiques. Donat un nombre natural D qualsevol, podem escriure:

S= -+ (f0)+ f(D)+ f(2D) +...)
A+ (f)+ f(D+1)+ f2D+1)+...)
A (f2)+ f(D+2)+ f2D+2)+...) +...

D—1
Z Z f(Dn+k).

k=0 ncZ

Donat r € N tenim també

rS=- o+ fDH (S e FO)F Fo+ FR) + O+

~»+f(71)+4:1f(%1)+ S fO)+ G+ Cr2) 44+ FM ...

A FEDHGTEIED o+ O+ G+ CAr2) 4+ FM .

S D) (S 1>+~ 4 FO+ T AU b O+
—1

= Z S ¢ p(ngr).

J=0n€eZ

on ¢, = €2™/" i definim f(x) = 0 si ¢ Z. Obviament, aquestes reorde-

nacions elementals poden combinar-se, donant lloc a noves reordenacions.
Tot seguit descrivim la versié més general d’aquestes reordenacions, per a
una serie multidimensional.

Sigui S = Z f(m) una série absolutament convergent. Triem una
meZ9I
matriu D € My(Z) amb determinant A = det D, i un nombre natural
r € N. Aplicant el canvi de variable rm = Dn en el sumatori que defineix
S obtenim la férmula

57'95: DD D e ”Dﬂf( Dn+k> (3.1)

€(Z/AZ)9 je(Z/rZL)9 nELY

on s = #§{x € (Z/AZ)? | Adj(D)x =0 (mod A)}, i com abans hem pres
f(x) =0sia & Z9. Les dues reordenacions basiques exposades anteriorment
s’obtenen amb aquesta férmula prenent g = 1,7 =1,D =| A Jig=1,D =1
respectivament.

3.3.2 Transformacié general de la funcié ¢

Un cop tenim una férmula general per reordenar series absolutament con-
vergents, podem aplicar-la a les seéries que defineixen les funcions theta.

Escrivim:
o 4 |wa= X Fm

meZI
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on F(m) = F(m,u, Z,a,b) = e (mta)Z(mta)t2mi(mta)(utb) E] canvi de
variable m = %Dn + k transforma aquest terme general segons la regla:

F(m,u,Z,a,b) = F (n Du 75DZD rD™a + k), 1Db) .
T

Aixi doncs, la reordenacié (3.1) ens déna:

57‘99{ 5 }(u,Z) =

t, 1 1 1
> ¢, JF(n ZDu, —'DZD,rD~ (a+k),—Db> =
ke(Z/AZ)9 jE(Z/T7)9 nELI r2 T

1y —1 1 .
— 'DZD.rD " (a + k), ~DB+7)) .
T

_onitai 1
e 27 aJF(n,—Du,
T T

ke(Z]AL)9 jE(L]rL)9 nELI

la qual cosa ens déna la férmula segiient, deguda originalment a Krazer i
Prym:

sr90 [ ‘Z } (u, Z)

> S enitaig { T?Z)(ga;;g{) } (’"D

ke(Z/AZ)9 je(Z/rZ)9

1
= tDZD>

(3.2)
En realitat, aquesta formula pot interpretar-se com el comportament de la
funcié6 theta a través d’isogenies.

Una observacié a tenir en compte en aquesta férmula és que la trans-
formacié del modul Z és una transformacié modular:

t
‘DZD = (*DZ +0)(0Z+ ‘D) = ( é) t£_1> Z.

Alguns casos particularment interessants d’aquesta férmula son:

e D=1Id,

[ilen- 3 el ity | (ko)

JE(Z/rZ)9

ol i]wn- ¥ o] 7 iz
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0 : X ](Z,T)<— 9{ 8 }(2/2,7/4
L _

2k _(z,r)z@_g}(z/lr/él)—@

o O]en=0] Y ](2/2,7/4)+9
L 2 | L 4

6| 7 ]m=a]? ](2/2,7/4)-9
L 2 | L 4

3.4 Transformacions de productes

Un altre fet basic de les funcions theta és que un producte de funcions theta
pot expressar-se com una sola funcié theta. Fixem una matriu de periodes

Z, una familia de caracteristiques [ Zl ey [ Zh } € R? i una familia
1] h
de nombres naturals pi,...,pn € N. Considerem la funcié H : C9 — C

donada per:

H(uy,...,up) ::H9

a
bll :| (ulvplZ)~

Manipularem ’expressio anterior per arribar a igualar-la a una funcié theta

h-dimensional:

h
H(uh . 7uh) = H Z em’t('ml+aj)plZ(7rzl+al)+27rit(ml—&-al)(ul—&-bj)

l=1m;€Z9

mi,...,mpELI

mezIh
on
m1 a1

m=| : | ez, a

_ Z em"(m+a)2(m+a)ezm(m+a)(a+5) .y

],
c RI",

|

_ § eﬂiZle t(mz-‘raz)pzz(mz-i-az)e%fiZf;l H(myi+ar) (ui+br)

S

} (@, Zp)
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mZ
- D2Z

<

Il
N

Il

c Mgh((C)

phZ

S Qi

Ara podem aplicar la transformacié general 3.2 a 6 [ ](11, Zp) amb

D =C on C = (¢j1) € My(Z), que per simplificar suposarem que satisfa

1 D1 q1
—'C C= =:Q € Mp(N)
r
DPh dh
i
C11 C12 Cih
C11 C12 Cih
C21
A C21
O =
Ch1 Chh
Ch1 Chh
Obtenim:

PO DI { r?~(é ++~.;“) } <léa,i2tézpé).
ke(z/AzZ)9h je(Z/rT)9" T J T

Pero

SR q2Z N
‘Cz,C = ] =7

qnZ
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i per tant

on

Cap. 8 Funcions theta classiques (I)

N—1(% 1 I 1 - 1, -~ = h /
rC Jr;f) } <;C’127 —QtCZpC> = HG{ ZZI }(vl,qu)

U1 U1 CLll a1 kl
=C , =rC' | |+ )
v up ay, ap, kr,
b} ) by J1
o ECN PR R
: r : :
b, bn Jh

La conclusié de tot aquest maremagnum de thetes és el

3.4.1 Teorema. Donada una matriu C = (c;i) € My(Z) tal que

amb p1, ..

1 D1 q1
t . _
) C . C=
Ph qn

sPhyq1,.-.,4n EN; es té que

(r" | det C |P—1 S)gH9 [ le }(UhPlZ)
=1

I
h , a,+l€ 1
—2mitaj 1 1 Ly
> I G ] (aktaz),

k € (Z/(det C)Z)9" 1=1
j € (Z/rL)™

on

s=t{zx € (Z/rZ)" | Cz =0 (mod r)} i

!/
Qg [25]
=c| Lf=reh ]

/
Uh Up ap ap
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b/u@ bik

Aquest teorema és una autentica maquina de fer férmules: per a cada
matriu C satisfent la hipotesi del teorema tenim una férmula de transfor-
macié de productes de funcions thetes. Tot seguit repassem les relacions
més famoses que s’obtenen a partir d’aquest resultat.

3.4.1 Formula de Riemann

En el teorema 3.4.1 prendrem r =2, p1 = pa = p3 =Ps = q1 = G2 = q3 =
1 1 1 1
. . 1 1 -1 -1
qgs=1,ilamatriu C =T := 1 -1 1 1 |
1 -1 -1 1
1 0 0 O 1 0 0 0
01 0 0 01 0 0 .
que satisfa 53 tT 00 1 0 T = 001 0l Tenim que
0 0 0 1 0 0 0 1
vy Uy uliu2;u3+u4
02 UZ Ul TU2—U3—Ug
VU3 = %T us = ul*u2%u3*u4
—us—ug+
,04 u4 U1 ’U.22’U/g U4g
)
Uy vy V1+v2+v3+vq
U Vg V1 +v2—v3—Va
U3 = %T V3 = Ul_v2§v3—v4
m o V1 —V2—V3+vq

Donats o, 3,y € Z?9 definim:

{Zj = %(a+ﬁ+7)7 {Zj = %(Oé+ﬁ); [Zﬂ = %(OH-V), [Zﬂ = %a.
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Llavors, per a e € 1729 /729

Z’j +e=3T Zi +e=3(e+B+7) (modZ),
Z’lj +e=3T Zi +e=3(e+p) (modZ),
Zf/j +e=3T Z; +e=34(e+7) (mod Z),
:Zi: +e=3T :Cblz: +e=3e (mod Z).

i el teorema 3.4.1 ens dona la férmula de Riemann:

0 Slatpty |(Fmafmatis go[ f(atp) |(EERgEATN 7)x

0 Flaty) [(TRpmamm 2)0 [ fa |(Moriprati z) =

DY <71)t‘“0[ et B+ |, 2)0] 3e+p) |2, 2)x

0] Fet+v (s, 20] fe |(ua, 2).

Especialitzant aquesta férmula en els valors u; = usg, us = u4 obtenim lleis
d’addicié en la immersi6 projectiva de C9/(Id | Z) donada per les funcions
f amb caracteristiques semienteres.

0] $a+v) (0,22 x0[ Sa+B+7) |(ur+us,2)0] J(a+p) |(ur—us,2) =

279 3 (DY Le+B+y) |20 Se+h) |(ur2)x
c€$29/29

o0 3+ (s, 20| Fe |(us,2)

3.4.2 Formula d’addicié

Apliquem el teorema 3.4.1 amb r =1, p = 2 i la matriu

1 =
C=1T= ( } _1 ) que satisfa tT( (1) (1) ) ( ) Tenim
que:
w) Ly (o) _ (ot - _ (e
U2 2 Vg U1 — V2 _u12u2

Donats a1, as,b1,bs € R9, la féormula d’addicié ens diu:
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9[ Zi }(014-7)272)9[ 2‘2 }(vl—UQ,Z)

2
|
1 —dmias i a1+j az+j
2_9 Z e 4 1‘79 |: by +bso (’LL1,2Z)9 |: by —bo :| (UQ,2Z) .
je3L9/L9 2 2

Observem que aquesta férmula ens descriu com el comportament de les
funcions theta a través de la isogenia donada per la multiplicacié per 2.

3.5 Comportament modular: translacié

Ens encaminem ja cap a ’estudi de les transformacions modulars de la funcié
theta. Un primer pas modest és ’estudi del comportament per translacié.
Sigui E = 'E € My(Z). Es molt senzill comprovar que se satisfa la relacié
segiient:

a __mi(*aEa—diag(E)a) a
a{b](“’z)_e a[b—kédiagE—Ea}(u’Z—i_E)

(3.3)

Com a casos particulars d’aquesta férmula obtenim les relacions entre
les quatre funcions theta de Jacobi basiques:

Oa(T +1) o: % }(O,TJrl) 67”'/49{ % ](0,7) = e ™/40,(7);
93(T+1):e:8}(o,7+1)=9{ g }(o,r)zeélm;
94(T+1)=9: g }(0,74—1):9[8}(0,7)293(7).

3.6 La transformada de Fourier i la formula
de Poisson

Abans de completar I'estudi del comportament modular de la funcié theta,
hem d’introduir una eina basica: la transformada de Fourier. Seguirem la
presentacié de [Ig72], restringint-nos a ’ambit que ens interessa: els espais
de funcions integrables.



72 Cap. 8 Funcions theta classiques (I)

Els espais de funcions

LP(R”):{f:]R"—>(C| Rnf(x)|pdx<—|—oo} (I1<p<o)

iye= ([ era)”

s6n espais metrics complets. L’espai Lo(R™) de funcions de quadrat inte-
grable és un espai de Hilbert amb el producte escalar

amb la norma

(f,9) == [ f(x)(g(x))dz.

R

Una aplicacié C-lineal T : Ly(R"™) — Lo(R™) es diu afitada si hi ha una
constant ¢ € R™ tal que ||T(f)]l2 < ¢||f|l2 per a cada funcié f € Lo(R™).
Diem que T conserva la norma si [|T(f)||l2 = ||f|l2 per a qualsevol f €
Ly(R™). En aquest cas, T ha de ser injectiva Diem que T és unitaria si
conserva la norma i és exhaustiva (i per tant, bijectiva). Ates que Lo(R™)
és complet, la imatge d’una aplicacié que conserva la norma és tancada.
Per tant, si T conserva la norma i T'(L2(R™)) conté un subconjunt dens de
Ly (R™), automaticament T' és unitaria.

El conjunt d’operadors unitaris de La(R"™):
Aut(Ly(R™)) = {T : Lo(R™) — Lo(R"™) unitari}

és un grup topologic, dotat amb la topologia forta dels operadors, que és
la topologia més feble per la qual totes les aplicacions

P - Aut(L2 (Rn)) — L2 (Rn)

T — T(P), ® € L>(R")

sén continues. Amb aquesta topologia, tenim que una aplicacié
U:G — Aut(L2(R™)) d'un grup topologic G en Aut(Ly(R™)) és continua
si 1 només si totes les aplicacions:

wg:G —  Ly(R™)

g — U@, *ERE)

s6n continues (de fet, només cal que les gog siguin continues per a les ® d’un
subespai dens de L2 (R™)). Una aplicacié continua U : G — Aut(L2(R™))
s’anomena representacio unitaria.

En V'espai L,(R™) dues funcions es consideren iguals si els seus valors coin-
cideixen llevat d’en un conjunt de mesura zero, és a dir, f =g < ||f — gl = 0.
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Si G és un grup topologic localment compacte, la seva representacié
regular per la dreta és la representacié unitaria:

R:G — Aut(L2(G))
R(g) : L2(G) Ly (G)
P

—  R(9)(®)(x) := P(zg)

g —_—

Per a lestudi dels espais L,(R™) és convenient coneixer-ne alguns sub-
espais densos. Per aquest objectiu necessitem tres resultats de calcul, la
demostracié dels quals reproduim per a la comoditat del lector:

3.6.1 Lema. f0+°° e~ dx = /7.

DEMOSTRACIO: Considerem les funcions

x 2 2 1 e_mz(t2+1)

Les seves derivades satisfan f'(x)+ ¢'(z) = 0, i per tant, f(z)+ g(z) és una
constant que podem calcular com f(0) 4+ g(0) = 7/4. Ara podem calcular
la nostra integral impropia de la forma segiient:

fOJrOC e~dr = limg .t o0 v/ f(2) = limy— 1 o v/7/4 — g()

= /74— limy oo [y S dt = /7 /4,

3.6.2 Lema. Donats a,b € C, amb Re(a) > 0

2
/ exp(—az? + 2bx)dr = ,/z exp (b—) ., Re ( ﬁ) > 0.
R a a a

4 N _ 2 2 _ _ 2 ,
DEMOSTRACIO: Ates que e~ @ 1202 — gb™/ag—alz=b/a)” 1omés ens cal provar

que fRe“(x_C)zdx = y/7m/a. Considerem la funcié6 F(a,c¢) = /7/a —

Per definir Iespai L2(G) es fixa una mesura de Haar sobre G.
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fR e~4==9) Jg Tenim que

OF _/de_
de Jr dc N

0 B 7a(azfc)2
( lim / + lim > Ldm
A——oo [ 4 B—+o Jg Oc

0
=lima— o [—e_a(m_c)ﬂ +1limp_ 4o [—e‘“(”_c)ﬂ
A 0

e—alA- —a(B—¢)® _ .

. 2 .
=limy__ o 9 4 limp 10 —€

Aix{ doncs, F(a,c) no depen del parametre ¢. El lema 3.6.1 ens dona el seu
valor perac=0, a > 0:

F(a,0) = \/w/a—/Re_‘”Zd:rzo.

Com que F(a,0) és una funcié holomorfa d’a en el semipla Re(a) > 01 és
idénticament nul-la sobre el semieix R, ha de ser idénticament nul-la en
tot el semipla Re(a) > 0. O

3.6.3 Lema. Donada una matriu simétrica A € My(C) amb Re A >0 ¢
un vector b € CI

/ exp(— 'z Azx + 2'bx)dx = \/det(TrA~1) exp (tbz‘rlb) ;
R9

on Vdet A~ — /det TRe(A)~L >0 quan Im A — 0.

DEMOSTRACIO: Considerem les funcions
FY(A,b) == [p, exp(—"wAz + 2bx)dz,
FJ(A,b) := \/det(mrA—1) exp(*bA™1D).
Aquestes funcions satisfan certa relacié d’automorfia:
VM € GLy(R) Fi(*MAM,bM) = |det M|~ Fi.(A,b).

Les hipotesis sobre la matriu A garanteixen l'existeéncia d’'una M € GL4(R)
tal que "M AM = 1,+4D, amb D una matriu diagonal, i la relacié anterior
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ens permet reduir-nos al cas que la propia matriu A és diagonal amb els
elements diagonals amb part real positiva. En aquesta situacio:

“ FY(A,b) = TT7=, Fi (ak, br)
A= .
CLg FQQ(A7 b) = Hi:l F21(ak7 bk,)a

i ara cada terme del primer producte coincideix amb el corresponent terme
del segon producte, pel lema 3.6.2. O

Considerem la familia de funcions
Oy (z) = exp(—7 Lox + 2mi 'bx)
il'espai Hy = (®p(x))pecs. El lema 3.6.3 ens diu que
182, = p=9/ @) exp(rt Tm(bTm(b))), 1< p < +oo,

i per tant, H, C LP(RY). Ara tenim en compte dos resultats forts d’analisi:

e L’espai de funcions C*° amb suport compacte és un subespai dens de
LP(RY).

e Qualsevol funcié periodica diferenciable amb continuitat admet un
desenvolupament en serie de Fourier absolutament convergent, és a
. ) .
dir, pertany a l'espai H,.

3.6.4 Teorema. (Teorema de Plancherel) Existeiz una aplicacié uni-
taria
I2(R9) — L(RY)
> — &

)

anomenada transformada de Fourier, tal que:

« o= o,
o Quan ® € L'(RY) és & = Jro ®(y) exp(—2mitxy)dy.

No entrarem en els detalls de la demostracid, pero el guié és clar: es
comenca definint la transformada sobre 'espai He mitjangant la férmula
anterior, i tot seguit s’estén la definicié de manera tinica a tot L?(R9) tenint
en compte que Hy és un subespai dens de L?(RY).

Per la mateixa definicié, queden clares les propietats basiques segiients
de la transformada de Fourier:
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e Linealitat: f/+\g = er g.

e Translacié: g(z) = f(z +a) = §(y) = €2™ "W f(y).

e Exponencial: f(z) = exp(tzz) = f = f.

La propietat que més ens interessa, la férmula de Poisson, és una mica
més complicada. Fa referencia a les anomenades funcions de Schwartz. Una
funcié de Schwartz ® : R9 — C és una funcié C*> de decreixement fort, és a

dir, tal que per a qualsevol operador diferencial invariant per translacié D
i per a qualsevol polinomi P

|P.D®|| = sup |P(z)(DP)(z)| < +o0.
zERI
Les funcions de Schwartz formen un subespai vectorial topologic dens de

LP(RY). Donat un polinomi quadratic ¢(z) = ‘zAz + *bx, amb Im A > 0,
la funcié ®,(x) = exp(2mig(z)) és una funcié de Schwartz.

Donada una funcié de Schwartz &, la serie

FP2) = 3 (e +m)|

meZI

defineix una serie uniformement convergent en compactes de RY. Ara ja
estem en condicions de provar la:

3.6.5 Proposicié. (Férmula de Poisson) Una funcid de Schwartz ® sa-

tisfa:
S dm)= > d(m).

mezZ9I mez9

DEMOSTRACIO: La funcié F® associada a ® és C* i Z9-periddica, per la
qual cosa:

e DF® = FP? per a qualsevol operador diferencial invariant per trans-
lacié.
o F® admet un desenvolupament en série de Fourier absolutament con-
-t
vergent F*(z) =3 _,, ame®™ ™.

Els coeficients a,, d’aquest desenvolupament venen donats per:

¢ -t
Ay = f]Rg/Zg F®(z)e?™ medy = ng/ZQ Zuezg O(z + u)e?™ m2dy

= [oy F2(2)e?™ Mo dy = d(m).

Per tant F®(z) = 32, cz0 ®(m)e?™ ™ i avaluant aquesta igualtat en o = 0
obtenim la férmula de Poisson. O
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3.7 L’equacié funcional de la funcié theta

Hem introduit la transformada de Fourier amb I'objectiu d’obtenir I’equacid
funcional de la funcié theta. L’eina clau, com veurem, sera la formula de
Poisson. Obtindrem I'equacié funcional més general, corresponent a una
funcié theta amb caracteristica. Partim de la propia definicio:

o Jwn = X Fom.

mezZ9I

on F(z) := F(z,u,Z,a,b) := e™ (@ta)Z(@ta)yt2mi’(@+a)(uth) [ eg propietats
basiques de la transformada de Fourier ens permeten calcular molt facilment
la transformada del terme general F(z):

~

F(z) = [p, e 2™ F(t)dy
— ng 67271'1' ta:(y+a)+27ri ta,:L’eTri t(y+a)Z(y+a)+2ﬂ—i t(era)(qub) dy

w=y+a
i 2mitax ,—27i twx Trithw+27ritw(u+b)
= Jzo € e e dw

_ 2mitax TritherQﬂ’itw(qube)
=e Jro € )

En aquest punt, apliquem el lema 3.6.3, amb b = wi(u+b—2) i A = —miZ,
de forma que A=! = ir~1Z~!. Obtenim:

F(z) =e2mi'aw det(jZ-1)1/2emi " (utb-a)in™' 27" (ufb—a)
= §9/2 det(Z)~1/2¢2mi aw—mi" (utb—2)Z " (utb—2)
— 49/2 det(Z)il/Qeiﬂ-it(biz)z_l(biz)‘i’QTrit(bff)(z_l’uﬁka)efﬂ—ituz—lu

= i9/2 det(Z)"V2e ™ WZ U (g, 727y, —Z 71, —b, a).

Ara ja és el moment d’aplicar la férmula de Poisson:

9{ ) ](u, Z) = F(mu,Zab)= Y F(m) :mégﬁ(m)

mez9I mezZ9

= it/ de(2) e M Y Fm, 27, =27 —ba)

meZ9

= /2 det(2) /e W2 g { W ](Z_lu, 7Y,
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Hem obtingut doncs:

3.7.1 Teorema. La funcio theta satisfa l’equacid funcional

9[ Z }(U,Z) = 9/2 det(Z)l/Qe”t“Z_lue[ _ab }(zlu,zl)

on el signe del factor i9/? det(Z)~Y/? s’escull, tal com indica el lema 3.6.3,
de forma que

det(iz 1) RZ50 \/det(—r(Im Z2) V).
3.8 Resum: les tres transformacions basiques
de la funcié theta

Acabem el capitol recollint en una taula les tres transformacions basiques
de la funcié theta que hem presentat.

: L ('D 0
Isogénia: Z — = ( 0 tD_l) zZ

. . .p—1 . 1 1
srgB[ Z }(u,Z): 572”1'ta79[ TED l()a+';$> } (7u,—2f’DZD> .
ke(Z/AZ)9 jE(Z)rT)9 7 Db+ ror

... Id FE
Translacié: Z — (0 Id) zZ

a _ wmi(taBa—diag(E)a) a
G{b}(u,Z)—e 6{b+%diagE7Ea ](u,Z+E)

.2 0 Id
Inversié: Z — <7Id 0) zZ

e[ i ](u,z):i9/2det(z)*l/ze*”tuzq’“e[ _ab ](Z*lu,—zfl)
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Capitol 4

Funcions theta classiques

(IT)

P. BAYER

Aquest capitol versa sobre les funcions theta classiques i les funcions theta
en el sentit de Weil.

Les funcions theta sén una creacié genuina de la matematica del segle
XIX. Com veurem, una munié d’investigadors hi dedicaren el seu esforg. Les
seves fites exerciren una notable influéncia en el desenvolupament posterior
de la geometria algebraica. En particular, les funcions theta condicionaren
el naixement de la teoria de les varietats abelianes. El tractament de Weil
de les funcions theta condui cap a una teoria de funcions theta sobre cossos
algebraicament tancats, que es desenvolupa en ple segle XX.

4.1 Cronologia

En el segle XVIIIL, i en contextos diferents, D.Bernoulli (1700-1782), Eu-
ler (1707-1783) i Fourier (1768-1830) utilitzaren séries trigonometriques.
L’exemple més significatiu és troba a [Foul822]. En aquest treball, Fourier
estudia I'equaci6 diferencial que regeix la difusié de la calor en una barra i
obté solucions en forma de series trigonomeétriques que, depenent de condi-

Amb finangament parcial de MCYT BFM2000-0627 i BFM2003-01898.
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cions de contorn, proporcionen la temperatura en un punt i en un instant
donats (cf. Cap.1).

Les funcions sin z, cos z sén periodiques i, com que sén enteres, admeten
desenvolupaments globals en serie de poteéncies. FEuler fou el primer en
desenvolupar-les, a més, en forma de productes infinits, tenint en compte
els seus zeros.

Les integrals el-liptiques i les seves transformacions foren estudiades
abastament per Legendre (1752-1833). En invertir-les, s’obtenen les fun-
cions el-liptiques, que sén doblement periodiques i meromorfes i, per tant, no
admeten desenvolupaments globals en serie de Taylor. En tenir en compte
els seus zeros i els seus pols,

Gauss (1777-1855),
Abel (1802-1829),
Jacobi (1804-1851),

n’obtingueren representacions globals en forma de quocients de productes
infinits. En aillar i desenvolupar el numerador i el denominador de les
tres funcions el-liptiques sn, cn, dn, Jacobi [Jal829] obtingué quatre series
trigonometriques, dependents de dues variables: ¥; = ¥;(z,7) (cf. Cap.2).
L’eleccié d’aquesta notacié per Jacobi s’ha relacionat amb el fet que la
lletra 9 ~ th és la inicial de la paraula grega ¥eouorns, que significa calor
(Padjectiu Yegpos significa calent).

R(x)

VP(z)

és una funcié racional i P(z) un polinomi. Més generalment, les integrals

Les integrals hiperel-liptiques sén de la forma / dx, on R(x)

abelianes sén de la forma /f(x,y) dx, on f(x,y) és una funcié racional i

les variables x,y estan lligades per una relacié algebraica F(x,y) = 0.

Recerques sobre la inversié d’integrals hiperel-liptiques conduiren a 1’es-
tudi de les funcions hiperel-liptiques i les funcions theta hiperel-liptiques.
Recerques posteriors sobre la inversio d’integrals abelianes conduiren a 1’es-
tudi de les funcions abelianes i les funcions theta abelianes.

Les funcions theta, ¥ = ¥(u, Z), depenen d’una variable vectorial u €
C9, anomenada argument, i una variable matricial Z € M(g, C), anomenada
modul. Més endavant es consideraren funcions theta amb caracteristiques:

9 [ Z :|(U,Z), ta,'h € RY; i nivell: N € N (cf. Cap. 3).
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Entre els creadors de la teoria de les funcions theta classiques, men-
cionem

Gopel (1812-1847),
Weierstrass (1815-1897),
Rosenhain (1816-1887),
Hermite (1822-1901),
Kronecker (1823-1891),
Riemann (1826-1866),
Konigsberger (1837-1921),
Thomae (1840-1921),
Prym (1841-1915),

Weber (1842-1913),
Noether, M. (1844-1921),
Frobenius (1849-1917),
Klein (1849-1925),
Kowalewska, S. (1850-1891),
Schottky (1851-1935),
Poincaré (1854-1912),
Picard (1856-1941),

Bolza (1857-1942),
Humbert (1859-1921),
Wirtinger (1865-1945).

Els resultats de Jacobi sobre la inversié6 d’integrals el-liptiques foren
estesos per Gopel i Rosenhain a integrals hiperel-liptiques en qué P(x) és
un polinomi de grau < 6. El problema d’inversié planteja obtenir els valors
21, Z2 a partir d’equacions

z1 zZ2 zZ1 z2
u1=/ w1+/ W1, u2=/ w2+/ w2,
P1 P2 P1 D2

Sorgiren aix{ funcions 4-periodiques i funcions theta de dos arguments u =
(ug,uz).

Weierstrass s’ocupa del problema d’inversié d’integrals hiperel-liptiques
per a un polinomi P(x) de grau arbitrari. Riemann ho feu del problema
d’inversié d’integrals abelianes. Sorgiren aixi funcions 2g-periodiques i fun-
cions theta ¥(u,Z) de g arguments u = (u1,...,uq), On g és un nombre
qualsevol.
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Un dels treballs cabdals en aquest context és la memoria de Riemann
[Riel857]. En la primera part, Riemann hi desenvolupa una teoria de
superficies analitiques (superficies de Riemann) associades a una equacié
polinomica irreductible F(z,y) = 0. En particular, s’hi troba la nocié de
deficiencia p de la superficie (genere g) i la desigualtat de Riemann (primera
part del teorema de Riemann-Roch).

En la segona part de la memoria, Riemann presenta la seva teoria de fun-
cions theta i 'aplicacié al problema d’inversi6 de Jacobi. Riemann considera
diferencials de primera especie (abelianes), segona espeécie i tercera especie.
En estudiar les retro-seccions de la superficie (una base de I’homologia),
Riemann conclou que els periodes de les diferencials de primera i segona
especie han de satisfer certes relacions bilineals (relacions de Riemann, po-
laritzacié principal), generalitzant relacions que havien estat obtingudes per
Legendre en el cas el-liptic. Les relacions li permeten la reduccié canonica
de la xarxa de perfodes (A) de les integrals abelianes, obtenint una matriu
simétrica de part imaginaria definida positiva Z € M(g,C). Aquesta matriu
intervindra com a modul de la série theta ¥(u, Z). Riemann proposa una
solucié del problema d’immersié; és a dir, el calcul dels valors {z1,..., 24}
solucié de I'equacié

g Zk Zk
(u1,...,uq) E(g / Wyeees E / wg), (u1,...,uqy) € CI/A,
k=1"YPk k=1" Pk
on w = {wq,...,wy} és una base de les diferencials de primera especie.
Fixat un punt po i, per a cada vector u = (u1,...,uq) € CI/A, els va-
lors {z1,...,24} coincideixen amb els zeros de 'anomenada funcié theta de

Riemann (sobre la superficie), quan aquesta no és idénticament nul-la:

o(:) ;:ﬁ</p:w_u_ﬂ,z>.

Aqui, k € C9 és un vector (vector de Riemann) que depén tnicament de pg
i Z, pero que és independent de u.

En el llenguatge actual, si denotem per C' la corba projectiva i no singu-
lar associada a una superficie de Riemann de genere g, el problema d’inversié
planteja la inversié de 1’aplicacié d’Abel-Jacobi C'9) — J(C), on C9) és el
g-esim producte simetric de C. Les funcions abelianes de geénere g cons-
titueixen el cos de funcions de la jacobiana J(C) = C9/A.

El problema d’inversié de Jacobi fou estudiat abastament per altres
autors. Destaquen, pel seu caracter efectiu, les recerques de Weierstrass i
Klein. Weierstrass considera el cas hiperel-liptic, posant-hi de manifest el
paper de g nombres naturals n;, 1 <n; <2g — 1 (llacunes de Weierstrass).
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Klein estudia les corbes canoniques, definides per equacions
F(z,y) =y"™ —z™ + (termes d’ordre inferior).

Donada una corba canonica C' de genere g, Klein construf les seves funcions
abelianes en termes de funcions g; ; (de Klein):

2
pij(u) == _%&leog olu), 1<i,5<g.
La funcié ¢ de Klein s’obté per una normalitzacié convenient de la funci
theta de Riemann 9(u, Z). Es aniloga a la funci6 o de Weierstrass, i és una
funcié automorfa per al grup simplectic modular. En aquest cas, les coor-
denades dels punts zi(u) = (zr(u),yx(u)) solucié del problema d’inversi6
s’obtenen a partir de les arrels d’equacions algebraiques (Bolza). Les fun-
cions simetriques elementals de les arrels proporcionen funcions abelianes,
que s’expressen en termes de les funcions g; ; i les seves derivades.

Weierstrass i Riemann s’havien adonat que les funcions theta que obte-
nien en imposar la convergencia de les series theta eren més generals que
les estrictament necessaries per expressar les funcions abelianes de genere
g. En efecte, el modul Z de les séries depenia de %g(g + 1) parametres; en
canvi, les funcions hiperel-liptiques depenien uinicament de 2g—1 parametres
i, més generalment, les funcions abelianes ho feien de 3g — 3 parametres.
Aquests nombres de parametres eren els minims necessaris en la definicié
de la classe d’equivaléncia birracional de F'(x,y) = 0.

Riemann havia demostrat que una funcié meromorfa no constant de
n variables no podia tenir més de 2n periodes linealment independents,
generalitzant aixi un resultat obtingut per Liouville i Weierstrass en genere
1. Weierstrass demostra que el cos de les funcions meromorfes de n variables
i 2n-periodiques és finitament generat sobre C i de grau de transcendencia <
n sobre C. Al mateix temps, Riemann estava convengut que qualsevol funcié
meromorfa periodica era expressable com a quocient de funcions theta.

L’any 1862, Hermite posa de manifest que els periodes de qualsevol
funcié meromorfa periodica, provingués o no de la inversié d’integrals abe-
lianes, satisfeien unes relacions bilineals semblants a les obtingudes per Rie-
mann. Aquestes relacions s’expressen per mitja d’una forma hermitica po-
sitiva. La forma canonica de les relacions s’obté a partir de la reduccid,
deguda a Frobenius, d'una forma alternada de coeficients enters associada
a la forma hermitica. (Les polaritzacions que en resulten poden no ser
principals.)

El problema general de l'expressié de les funcions de n variables mero-
morfes i 2n-periodiques com a quocients de funcions theta fou resolt per
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Poincaré i Picard [P-P1883] per mitja de funcions theta abelianes de g
variables amb g > n. Poincaré [Poil884], [Poil904] prova aix{ mateix que
el caracter algebraic d’'un tor complex implica I'existéncia d’una forma de
Riemann; el tor complex C"/A és de dimensié algebraica n si, i només si,
la forma de Riemann és no degenerada. En aquest cas, el tor s'nomena una
varietat de Picard (varietat abeliana). Poincaré obtingué també el teorema
de reductibilitat completa per a aquestes varietats [Poil884].

El problema d’expressar qualsevol funcié periodica com a quocient de
funcions theta estigué en un principi relacionat amb el problema de la re-
duccié d’integrals abelianes. Un teorema degut a Wirtinger permeté, mit-
jancant 1'is de transformades enteres d’ordre superior de funcions theta
(isogeénies), caracteritzar les funcions theta abelianes de g variables expres-
sables com a producte de funcions theta de g—n variables i de funcions theta
generals de n variables. D’aquesta manera, la teoria de les funcions theta
generals es recupera a partir de la teoria de les funcions theta abelianes, no
de manera directa, siné a través de quocients.

Molt més dificil resulta el calcul de les
1 1
399 +1) = Bg=3) = 5(9-2)(g—3)

relacions que satisfan els moduls Z de les funcions theta abelianes. En aques-
ta direccid, resultats particulars foren obtinguts per Schottky i Poincaré en
el cas g = 4.

Els classics dividiren les transformacions que fixen un modul en multi-
plicacions complexes, dites principals per Frobenius, o més generals, dites
singulars per Humbert. Ko6nigsberger demostra que quan el modul Z ad-
met multiplicacions complexes, aleshores les funcions theta corresponents
descomponen en producte de funcions theta d’un nombre inferior de varia-
bles.

Les referéncies bibliografiques dels treballs esmentats es troben ma-
joritariament a [Kra03].

A la primera meitat del segle XX es produi una transicié de resultats
analitics sobre funcions theta vers resultats geometrics, valids sobre un cos
algebraicament tancat qualsevol. La teoria de les funcions abelianes i les
funcions theta abelianes deriva en I’estudi de les corbes i les seves jacobianes.
Sembla ser que Klein fou el primer en utilitzar el terme varietat jacobiana.
La teoria de les funcions periodiques i les funcions theta generals deriva
en l'estudi de les varietats abelianes. La base analitica de les isogenies de
les varietats abelianes fou la teoria de les transformacions enteres d’ordre
superior de les funcions theta.
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Entre els autors que estudiaren les funcions theta a la fi del periode
classic, hi trobem:

Lefschetz (1884-1972),
Weyl (1885-1955),
Hecke (1887-1947),
Torelli [1913],

de Franchis [1913; 1943],
Scorza [1916; 1921],
Rosati [1918],
Castelnuovo (1865-1952),
Severi (1879-1961),
Siegel (1896-1981),

Weil (1906-1998).!

L’any 1921, Lefschetz demostra el teorema d’immersié de tota varietat
abeliana complexa en un espai projectiu. El terme varietat abeliana s’im-
posa a partir de la publicacié de la memoria de Lefschetz [Lef21]. En ella
hi llegim:

An Abelian variety of genus p, V,, is a variety whose non-homo-
geneous point coordinates are equal to 2p-ply periodic meromorphic
functions of p arguments uy, ..., up,, or whose homogeneous point co-
ordinates are proportional to theta’s of the same order and continuous
characteristic. The variety is algebraic (Weierstrass) and of dimen-
stonality p. When the periods are those of an algebraic curve of genus
p, Vp is called a Jacobi variety.

4.2 Conceptes preliminars

Comencarem per recordar alguns conceptes, habituals en la literatura, que
necessitarem tot seguit.

1. Desconec la data del naixement i de la mort d’alguns autors; en aquest cas,
la data que segueix al nom indica I’any d’una publicacié rellevant; les referéncies
corresponents es poden trobar a la bibliografia de [Lan-Bir92].
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4.2.1 Espais hermitics

Sigui T" un C-espai vectorial de dimensié g, que interpretarem, també, com
a un R-espai vectorial de dimensié 2g. Definim els C-espais vectorials

T' = Homc(T,C), T" = AntHom¢(T,C),

per als quals se satisfa que dimc7” = dimcT” = g. Es té que
1
Homs(T,R) ~ T © 7", [ (7' + /"),

on f'(u) := f(u) —if(iu), f"(u) = f(u) +if (iv).

Una forma hermitica sobre ’espai vectorial T' és una aplicacié H : T' X
T — C que satisfa les propietats

(1) H(ui +ug,v) = H(u1,v) + H(ug,v),
(il) H(Au,v) = AH (u,v),
(iil) H(u,v) = H(v,u); per au;,u,veT, XeC.

Els espais hermitics (T, H) es relacionen amb els espais simetrics i amb
els hemisimetrics. En efecte, les féormules

H(u,v) = S(u,v) +iA(u,v), S(u,v), A(u,v) € R

permeten associar a tota forma hermitica H una forma R-bilineal simetrica
S(u,v) i una forma R-bilineal alternada A(u,v) ambdues satisfent les igual-
tats

S(iu,iv) = S(u,v), A(iu,w) = A(u,v).
A la vegada, la férmula ®(u) := H(u,u) = S(u,u) proporciona una forma

quadratica de 2g variables.

Cadascuna d’aquestes formes determina les restants, tal com mostren
les identitats
25(u,v) = ®(u+v) — ®(u) — (v),
S(u,v) = Aiu,v), A(u,v) = —S(iu,v).
La matriu de A s’obté a partir de la matriu de H. Si T = (w1,...,wy),
aleshores de

g
H(U,U) = Z hi,jwi(u)wj(v), hi’j €R,
i,5=1
s’obté
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4.2.2 Reduccio de formes alternades.
El resultat segiient és degut a Frobenius. Associa a tota forma alternada
d’entrades enteres el conjunt dels seus divisors elementals.

Denotem per A ~ Z29 una xarxa de Pespai vectorial T ~ C9. Sigui
E : Q% x Q% — Q una forma Q-bilineal alternada sobre A ®7z Q. Suposem
que és Z-valorada sobre A:

E(AA) C Z.

Sigui A € M(2¢,Z) la matriu de E en una base de A. Aleshores, existeix
una matriu U € GL(2g,Z) tal que

¢ |10 D
UAU = {—D ol
on D = diagfes, ..., eq] és una matriu diagonal per a la qual eq]...|e,. La

forma E s’anomena de tipus D. El valor Pf(F) := |detD] és el pfaffia de la
forma alternada. El pfaffia reduit, Pf.red. (E), és el producte dels termes

61750

4.2.3 Els grups simplectics

Definim

Sp(2¢9,R) = {M € M(2¢,R) : tM {_(}g Ig} M= [—019 Iog]}

{[CC‘ Z] € M(2¢,R) : a,b,c,d € M(g,R),

tad—tcb=1, ‘ac='ca, 'bd="'db } .
El grup simplectic Sp(2¢g,R) opera en el semi-espai superior de Siegel

Hy:={Z € M(9,C):"Z = Z, Im(Z) > 0},

format per les matrius g X g simetriques de part imaginaria definida positiva.
La seva acci6é és donada per

M(Z) = (aZ +b)(cZ+d)™*, Ze&H, MecSp(29,R).
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Considerem, també, el grup simplectic modular format per les matrius de
Sp(2g,R) d’entrades enteres:

Sp(29,2) = {{Z Z] €Sp(29:R) : a,b,c.d € M(97Z)}-
Les matrius

Jg:{o Ig}; Aa:[lg Ioj ona € M(g,Z), a="a;

Bﬁ = |:/g t501:| ) Onﬁe GL(Q,Z),

pertanyen a Sp(2g,Z) i les dues primeres families proporcionen un sistema
de generadors per a aquest grup. En particular,

Sp(2g9,Z) C SL(2¢,Z).

A més d’aquests grups, necessitarem els grups simpléctics i els grups de
semblances simpléectiques associats a un tipus. Es defineixen com segueix:

SpD(Qg,R):{MEM(Qg,R):M[_OD ﬂ tM:[_OD 10)]}

GSpD(2g,R):{MEM(2g,R):M[OD ﬂ tM:n[OD ﬂ}

La seva accié en H, és donada per

M(Z) = (aZ +bD)(D"'cZ + D™YdD)™', Z € ™H,.

El subgrup principal de congruéncia de nivell N de Spp(2¢g,Z) es de-
fineix com

FD[N} =

{[z Z} €Spp(29,Z):a—-1,=b= Ed—IgEO(mOdN)}.

4.3 Funcions 2g-periodiques i funcions theta

Considerem, d’acord amb Riemann, funcions theta amb caracteristiques
ta,th € RY:

9 [ z } (u, Z2) := me;%g exp(mi(‘mZm + 2'm(u + b)),
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onu € C9,Z € Hy. Quan a = b = 0, escriurem ¥(u, Z) per designar la
funcié corresponent.

La consideracié de nivells permet ampliar el conjunt de funcions theta.
En general, les funcions theta amb caracteristiques i nivell

e [ ) } (u, Z)

satisfan les relacions

19534) |: Z :| (u+m,Z) = exp(?ﬂ'it(lm)?gs\?) |: Z :| (u, Z),

9 [ A ] (u+ Zm, Z) =
exp(—miN*mZm — 2miN'bu + 2m’tmb)19§?) [ Z ] (u, Z).
Aquestes relacions permeten deduir la proposicié segiient.

4.3.1 Proposicié. El quocient de dues funcions theta del mateiz modul Z,
el mateix nivell N i les mateixzes caracteristiques:

0|5 w2

Qu) = —F1——
0|5 w2
és una funcid periodica de periodes A = Z79 + 7.9.

Ara podem formular la pregunta natural:

Donat un subgrup discret A ~ Z29 de C9, tota funcié meromorfa f :
CY9 — CU {0} que satisfaci

flu+A) = f(u), peratotuecCI XeA,

és quocient de funcions theta?

Per respondre la pregunta afirmativament, els classics arribaren a la
conclusié que calia que existis una forma alternada E sobre A satisfent certes
condicions restrictives (cf. Teorema 4.3.2). Aleshores, la forma hermitica H
construida a partir de F permet la definicié de les funcions theta amb nivell
que resolen el problema (cf. Teorema 4.3.4).
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El teorema segiient déna compte de les relacions de Riemann:

4.3.2 Teorema. (cf.[Kra03], [Lan-Bir92])
Siguin CY = <€1, ce 7€g>, A= <)\1, .. .,)\gg>, /\i = Z?’:l )\i,jej.
Considerem la matriu:

Al,l )\2971
= (II,I) = | : © | e M(g x 2¢,C).

Alg o Az

Suposem que f : C9 — CU {oo} és una funcié meromorfa no constant de
xarxa de perfodes A = I1Z29. Aleshores, existeix una forma

E:CIxCI —C,
R-bilineal, alternada, de matriu A referida a una base de A:
A=(a;;) e M(29,Z), a;;=0, a;;=—a;;,
tal que

(i) HA-II =0,
(ii) ITA~II > 0.

La fé6rmula H(u,v) = E(iu,v) + iE(u,v) proporciona una forma R-
bilineal sobre CY9. La relaci6 (i) garanteix que H és una forma hermitica.
La relaci6 (ii), que H és positiva, ates que H té per matriu 2i(TLA~1T) 1.
Si F és de tipus D i la matriu A és referida a una base canonica, les relacions
de Riemann son

(1) HQD_ltH]_ — HlD_ltHQ =0,
(ii) illo D~ — 4, D™, > 0.

4.3.3 Definicié. Sigui C9/A un tor complex. Tota forma hermitica posi-
tiva H sobre CY per a la qual F = Im(H) és una forma alternada i Z-
valorada sobre A s’anomena una forma de Riemann respecte de A. Si E
és de tipus D respecte de A, H s’anomena de tipus D. Si det(D) # 0, la
forma de Riemann es diu no degenerada i H és definida positiva. En aquest
cas, H s’anomena, també, una polaritzacié de A. Quan D = (1,...,1), la
polaritzacié es diu que és principal.
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4.3.4 Teorema. (cf.[Kra03]) Suposem donada una xarxa A C C9 dotada
d’una forma de Riemann de tipus D. Aleshores,

(i) El cos C(A) de les funcions meromorfes de g variables complexes i de
xarxa de perfodes A és finitament generat i satisfa gr tr[C(A) : C] < g.
Escrivim

A~ 779+ D79, D =diagle1...eq], e1]...]|eq.

(ii) Existeix un enter N tal que tot element de C(A) és quocient de dues
funcions theta G, G2 de nivell N, de la forma

q1—1 qg—1 atr
— g
Glu)=_ > 019[ / }(Nu,NZ» uec,
k1=0 Kg=0
N N
Onl’i:("ﬂ:la"w’%g% Q=349 = —, q:(Qh-nan)-
€1 €g

4.4 Les formules de transformacio

Exposarem en aquesta seccié algunes férmules de transformacié de les fun-
cions theta sota l'acci6é del grup simpléctic modular Sp(2g,Z) i del grup
modular de semblances simpléctiques GSp(2g,Z). En els llibres classics,
les semblances simplectiques de rad n del grup modular s’anomenen ganz-
zahlige Transformationen n'*" Ordnung. Notem que per a una semblanca
simpléctica T' de raé n és det(T") = n9.

4.4.1 Teorema. (cf. [Kra03], [Lan-Bir92]) Siguin (u, Z) € CI x Hy, ta,'b €
RY, ¢ = Za + b. Sigui

M= [: ﬂ € Sp(29,7).

Aleshores,

9 [ %E; } (t(vZ 4+ 6) " u, M(Z)) = k(M) det(vZ + 6)'/?

exp(mi k(M,a,b) + mitu(yZ + 6) " tyu) 9 [ Z ](u, Z),
k(M,a,b) = t(da —yb)(—Ba + ab+ (a'B)o) — tab,
k(M) € Cy:={z:|z| =1}, |k(M)| = 1.
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El calcul de la constant k(M) és laborids. Es tracta d’una arrel vuitena
de la unitat. L’acci6é dels diferents generadors del grup simplectic posa de
manifest que

(8, 5=
(s 1)+

_0
/<c2( g tﬂ0—1:|

Per obtenir les formules de transformacié de les funcions theta sota
laccié de GSp(2¢,Z), cal estudiar :

(i)

(i)

La transformacié de la xarxa de periodes A per semblances simplec-
tiques de coeficients enters.

La transformacié de 'argument v i del modul Z per una semblanca
simpléctica de ra6 n:

(u, Z) ~ (*(yZ +0) ", T(Z) = (aZ + B)(vZ +6)71).

La transformacié de (u, Z) per una composicié de semblances simpléec-
tiques de raons n/,n’.

La inversi6 de semblances simplectiques. La inversié d’un producte
de semblances simplectiques.

Sistemes de representants de les classes de semblances simplectiques
enteres de raé n modul les de rad 1. En els casos 1 < g < 3 s’obtenen
representants explicits.

També sén remarcables les férmules per a les semblances enteres T}, de
raé p primer (cf. [Kra03]).

Un cop desenvolupats aquests aspectes, es pot enunciar 'accié de les
semblances simplectiques enteres sobre les funcions theta. La resumim en
el teorema 4.4.2.
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4.4.2 Teorema. (cf.[Kra03]) Sigui 7' una semblanca simpléctica entera de
raé n. Siguin (v, Z’) els transformats per T de (u, Z). Aleshores,

0,1,....n—1

ﬁ{ﬂ(uvZ)ﬂXP(—m 2L iy

11y-005g

a-+k
9 n (nu',nZ"),
b

on U, a,b sén donats de manera explicita.

El terme de la dreta de la férmula del teorema correspon a una funcié
theta de nivell n. Les constants del sumatori només s’obtenen de mane-
ra explicita en casos particulars. El cas de raé n = 1 és el més senzill.
L’enunciat del teorema es particularitza en férmules

19{ ) ](u, Z) = CeXp(—U)ﬁ[ Z ](u’,Z’),

on

1 (—m)9
C = G exp(mi exp(miy(a,b)).
Aqui G denota una suma de Gauss concreta. Quan g < 2, la seva avaluaci
es pot portar a terme en funcié de simbols de Legendre. Cal estudiar, també,
el comportament de les sumes de Gauss per composicié de transformacions
enteres. El signe de I'arrel és explicit i depén, al seu torn, de g signes.

El problema de la multiplicaci6 i de la divisié proporcionen situacions
particulars de les férmules anteriors. En el cas de la multiplicacié es té que

0,1,..n—1 i
a o 2,1 200
ﬁ[b](u,Z): E 19[ o }(nu,n Z")

1
onu, = —u;, Z' = Z. En el cas de la divisié, un producte de funcions theta

U
avaluades en (—, Z) coincideix amb una suma de funcions theta avaluades
en (u,Z).

En general, les férmules de transformacio s’obtenen a partir de la férmula
de sumaci6 de Poisson (cf. Cap. 3).

4.5 Funcions theta, segons Weil

En aquesta seccié adoptem el punt de vista de Weil [We58]. Veurem que
les funcions theta en el sentit de Weil coincideixen amb les funcions theta
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classiques amb caracteristiques quan aquestes es completen amb certs fac-
tors exponencials. Les caracteristiques donen lloc als semicaracters de la
teoria de Weil.

4.5.1 Definicié. Sigui A C CY un subgrup discret de rang 2¢. Una funcié
meromorfa f definida en CY s’anomena una funcié theta de Weil respecte
de A si satisfa

flu+ ) = f(u)exp(2mi(L(u) +cy)), per atot A €A,

on L) és una C-forma lineal sobre CY i ¢) € C és una constant.

Veurem com construir funcions theta de Weil a partir de funcions theta
classiques.

4.5.2 Definicié. Sigui H una forma hermitica de CY tal que la seva part
imaginaria pren valors enters sobre una xarxa A C C9. Un semicaracter de
tipus H és una aplicacio

Y:A—-Cpi={z:]z] =1}
tal que

YA+ ) = (A) (p) exp(mi Im(H (A, 1)),
per a A\, u € A.

4.5.3 Proposicié. Tota funcio theta de Weil f relativa a un tor complex
C9/A satisfa

Pt ) = flu)x
P(N) exp (7rH()\,u) + ZHMA) + 72\ u) + FR(NN) + 27riL()\)) ,

on H és una forma hermitica tal que In(H)(Ax A) C Z, ® és una C-forma
bilineal simétrica, anomenada el calibrador de Weil, 1 és un semi-caracter
de tipus H i L és una forma lineal.

Designem per T'(H, 1, ®, L, A) el C-espai vectorial de les funcions theta
holomorfes i per T'(H, 1, A) el C -espai vectorial de les funcions theta holo-
morfes i reduides; és a dir, tals que ® =0,L = 0.

Si f € T(H,1,A) és una funci6é no nul-la, aleshores la forma hermitica
H és positiva.
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A partir de les funcions theta amb caracteristiques
9 [ Z }(u,Z) = Z exp(mi(*mZm + 2'm(u +b))),
mea+79

es defineixen les funcions theta amb factor exponencial

- a

{9'[ “ ] (u, Z) = exp(mi(*w(Z — Z)‘u))d [ ) }(U,Z).

b

Recordem que (u, Z) € C9 x Hy, ‘r,'s € RY . Les relacions
19[ ; }(u—&—Za—&—b,Z) =

exp(2mi(—3.'aZa — ta(u + b+ s))V { Zig ] (u, Z) =

exp(2mi(—3.'aZa — tau + 'rb — 'sa)) { Z } (u, Z);

[ r+a

19_8+b

](U,Z) = exp(2mi(trb))d { Z }(U,Z) =

9 Z}(u—i—b,Z);

9 Z}(U,Z)ﬁ{

-r

.2

permeten demostrar la proposicié segiient.
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4.5.4 Proposicié. Fizats Z € H,, ‘a,'b € RY, la funcid theta amb carac-

teristiques i factor exponencial

D(u) = exp(mi(*u(Z — Z) " u))d { ch } (u, Z)

pertany a Uespai T(H, v, A(Z, D)). Es, per tant, una funcid theta de Weill.

La forma hermitica és donada per
H(u,v) = 2i'uw(Z — Z)"'%.

El semicaracter és donat per

V(Zr + Ds) = exp(mi(*rDs — 2'br + 2'aDs)), r,s € Z9.
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4.5.5 Definicié. Un tor complex C" /A és una varietat abeliana si, i només
si, admet una forma de Riemann no degenerada.

El teorema segiient proporciona les dimensions dels espais de funcions
theta holomorfes, en el sentit de Weil, i n’explicita una base.

4.5.6 Teorema. Sigui C"/A un tor complex dotat d’una forma de Rie-
mann H. Suposem que A = A(Z, D). Siguip el semi-caracter de A associat
a H. Suposem que ¢ és trivial sobre kerH NA. Sigui E la forma alternada
associada a H. Aleshores,

dimeT(H, 1, ®, L, A) = Pf.red. (E).

Fizem caracteristiques a, b i sigui R un sistema complet de representants de
D=7 /7™, Definim

g5 (u) 125[ azj ] (u,Z), j€R.

Aleshores, {g;}jcr és una base de T(H, v, A(Z, D)) com a C-espai vectorial.

Citem el teorema d’immersié de Lefschetz, que es troba també a [We58].

4.5.7 Teorema. Sigui A = C"/A una varietat abeliana associada a una
forma de Riemann H no degenerada. Sigui ¥ un semicardacter associat a
H. Sigui {Yo,...,0m} una base de l'espai de les funcions theta holomorfes
i reduides T(3H,13). Aleshores,

(i) L’aplicacié ¥ = (Jg: ...: U,,) proporciona una immersié de A en una
subvarietat algebraica no singular de P™.

(ii) L’aplicacid ¢ — @ o determina un isomorfisme del cos de les fun-
cions racionals de ¥(A) en el cos C(A) de les funcions meromorfes
de A. En altres paraules, tota funcié meromorfa i periodica respecte
de A = A(Z, D) s’escriu com a quocient de funcions theta:

PWo(u, Z),...,9m(u,2))
QWo(u, Z2), ..., 9m(u,2Z))’

on P,Q son polinomis homogenis del mateix grau.
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Capitol 5

Funcions theta 1 varietats
abelianes

E. NART

5.1 Tors complexos

Considerem un C-espai vectorial V' de dimensié g i un subgrup A C V que
sigui un reticle, i.e. A ®z R— 1V o equivalentment, les Z-bases de A sén
també R-bases de V. En particular, A té rang finit 2g.

El quocient X = V/A és un tor complex de dimensié g. Aquest grup X
hereta de V una estructura natural de varietat complexa, que el converteix
en un grup de Lie complex, connex i compacte.

5.1.1 Proposicié. [LB, 1.1] Tot grup de Lie complex, connex i compacte
és analiticament isomorf a un tor complex. O

Denotem per C(X) el cos de les funcions meromorfes de X. Tenim una
identificacié natural:

C(X)~{V JL.c | f meromorfa, A-periddica}.

Aquestes funcions 2g-periodiques s’anomenen funcions abelianes i contenen
com a cas particular les funcions el-liptiques, que corresponen a g = 1.
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5.1.1 Homomorfismes

L’homomorfisme candnic V —— X identifica V amb el revestiment universal
de X i A amb m(X,0) ~ Hy(X,Z). Per tant, podem identificar:

Hom(X, X') ~ {V -5 V/ | F C-lineal, F(A) C A},

on X' = V'/A' és un altre tor complex i Hom(X, X’) denota el grup de
les aplicacions holomorfes f: X — X’ que respecten l’estructura de grup.
Tenim doncs homomorfismes naturals,

Hom(X, X’) < Homg¢(V, V'), Hom(X, X’) < Homg(A,A"),

que anomenem respectivament representacic analitica i representacio racio-
nal del grup Hom(X, X’). En particular, Hom(X, X’) és un grup abelia
finitament generat.

Conveni. D’ara endavant, per a qualsevol homomorfisme de tors complexos
f: X — X' denotarem per F: V — V' la seva representacié analitica.

5.1.2 Proposicié. Sigui f: X — X' un homomorfisme entre dos tors
complexos de la mateiza dimensié. Aleshores,

f epimorfisme <= Ker(f) finit <= F isomorfisme.

Quan se satisfan diem que f és una isogénia de grau §Ker(f).

DEMOSTRACIO: f epimorfisme <= F(V)+A =V’ «— F(V)=V/,

ja que si dim(F(V)) < dim(V"’) aleshores V' no pot ser reunié numerable
de varietats lineals paralleles a F'(V'). D’altra banda,

Ker(f) = F7Y(AN)/A finit <= F~}(A’) té rang 29 += Ker(F) =
{0}. O

Per exemple, si n € Z, ’homotecia V. —= V déna sempre lloc a una
isogenia X — X de grau n%9, ja que Ker(n) = 1A/A ~ (Z/nZ)9.

5.1.2 Matrius de periodes

Fixem By: ej,...,eq una C-base de V' i Bp: a1,...,a24 una Z-base de
A. La matriu de periodes de X respecte d’aquestes bases és la matriu
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IT € Myyx24(C) que s’obté posant en columna les coordenades dels a; respecte
de la base By . Tenim, doncs,

(61"'69)H:(a1"'a29)~

Es clar que GL,(C)IT GLgy(Z) és el conjunt de possibles matrius de periodes
del mateix tor complex.

5.1.3 Lema. Denotem per P C Myy24(C) el subconjunt format per totes
les matrius de periodes de tots els tors complexos. Per a qualsevol I1 €
Mgx24(C) les segiients condicions son equivalents:

1. IIeP.

2. Les columnes de I1 son R-linealment independents.

Rell
3. ( Tm 1T ) EGLQQ(R).

/. (%) € GLay (C).

En particular, P és un obert de Myy24(C).

DEMOSTRACIO: 1<=>2: Per definicid, les columnes d’una matriu de peri-
odes sén R-independents. Reciprocament, si es déna aquesta condicio, el
subgrup A C CY generat per les columnes de IT és un reticle i el tor complex
X = C9/A té II per matriu de perfodes respecte de la base canonica de CY
ila Z-base de A formada per les propies columnes de II.

2 <= 3: Sigui e1,...,e4 la base canonica de C9. Les columnes de
Rell
ﬁ recullen les coordenades de les columnes de II respecte de la R-
base de CY formada per: ey,...,eq,0€1,...,%€q.

3 <= 4: Es passa d’una matriu a ’altra multiplicant per una matriu

invertible:
I| il Rell \ [ 1I .
I | —il ImII /) \ 11 /°

5.1.4 Lema. Sigui f: X — X' un homomorfisme de tors complexos i
stquin I1, II' matrius de periodes de X, X', en bases respectives By, Bp; By,
By:. Aleshores, les matrius A = M(F;By,By+) i R = M(Fjz; By, Byr), de
les representacions analitica i Tacional de f satisfan: AIl =II'R.
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DEMOSTRACIO:
(e1---ep) Al = (f(a1)--- flagg)) = (@) -+ -aby) R = (ej---el, ) II'R.O

5.1.5 Corol-lari. Amb les mateizes notacions, si f: X — X és un endo-

morfisme:
(1) ) (F)-n
I 0|4 o/

La varietat complexa P parametritza les classes d’isomorfia de tripletes
(X,By,Ba). A cada tripleta li associem una matriu de perfodes IT € P i
reciprocament, a cada II € P li podem associar la tripleta (C9/A, Bean, Ba),
on A és el subgrup generat per les columnes de IT1 By la Z-base formada per
aquestes mateixes columnes. Pel Lema 5.1.4, dues tripletes sén isomorfes si
i només si tenen la mateixa matriu de periodes. En efecte, un isomorfisme
de tripletes té representacions analitica i racional A = I, R = Iy, i per
tant II = II'. Reciprocament, si dues tripletes tenen la mateixa matriu de
periodes, 'isomorfisme entre V i V'’ que envia una C-base a laltra, envia
automaticament una Z-base en l'altra; en efecte, tindrem A = I, II =1IR
i, per tant, R = Iy4, ja que les columnes de II sén R-independents i les
entrades de R sén reals.

Aix{ doncs, 'espai GL4(C)\P/ GL24(Z) parametritza classes d’isomor-
fisme de tors complexos.

5.1.3 Dualitat

A tot tor complex X = V/A li podem associar un tor complex dual X de
la mateixa dimensié. Considerem V' := Homg(V,R) el R-dual de V amb
P’estructura complexa determinada per:

(iA)(v) = =A(iv), YA€V, YoeV.
Prenem com a reticle les formes R-lineals que prenen valors enters sobre A:
A:={ eV, XA C7Z},
i definim X = V/A El fet que A és un reticle es dedueix del segiient:

5.1.6 Lema. La R-base dual de qualsevol Z-base de A és una Z-base de A.

DEMOSTRACIO: Sigui a1, ..., azg una Z-base de A i aq,...,ds, la seva R-
base dual. Els a; pertanyen a A, ja que prenen valors enters sobre els a;.
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També generen A, ja que tot A € A es pot expressar: \ = AMay)ag + -+ +
)\(agg)dzg. O

. N b A ) .
5.1.7 Proposicié. L’isomorfisme canonic V. — V indueix un isomor-

fisme canonic de tors compleros X —X.

DEMOSTRACIO: Comprovem que b és C-lineal:

(i) (A) = Aliv) = —(iN)(0) = —b(w) (i) = (ib(o))(N).
El fet que b(A) = A es dedueix del lema anterior. O

De manera completament analoga provariem el caracter functorial del
pas al dual. Qualsevol homomorfisme f: X — X " determina, via conside-
rar Daplicacié R-dual, F': V! — V, un homomorfisme dual f: X’ — X
de tors complexos.

5.1.8 Proposicié. El pas al dual determina un functor contravariant exac-
te de la categoria dels tors complexos en ella mateiza. Aquest functor aplicat
dues vegades és naturalment equivalent a la identitat.O

Tot homomorfisme de tors complexos, f: X — X', déna lloc a un
aparellament:

Ker(f) x Ker(f) — Cy1, (v, X) — exp(2miX (F(v))),
on C; = {z € C| |z| = 1}. En efecte,
(Fv)e N, N e )6 (F(N)eh,ve ) = N(F(v)) € Z

5.1.9 Proposicié. Si f és una isogénia, aquest aparellament és perfecte.

En particular, deg(f) = deg(f).

DEMOSTRACIO: Com que F i F' sén isomorfismes,

N(F(v)) € Z,Yv € F~1(\)
N(F(v) € Z, YN € F~1(A)

NW)eZ, Y e N = Nel,

<
—  Av)eZ,VAeA <= wvel,

la darrera equivalencia, conseqiiencia del Lema 5.1.6. O
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5.1.10 Proposicié. L’homomorfisme V — Homgz (A, Cy) tal que A —
exp(2miA(—)), determina un isomorfisme canonic i functorial entre X i
HomZ(A,(Cl).

DEMOSTRACIO: De la successié exacta:

exp(2mi—)
-—

0—7Z—R (Cl—>0,

deduim, prenent Homyz (A, —), una altra successié exacta:

0 — Homgz(A,Z) — Homgz(A,R) — Homgz(A,C;) — 0,

i a través de la identificacié natural Homgz(A,R) = Homg(V,R) = V, el
subgrup Homy (A, Z) es correspon amb A.

La functorialitat fa referéncia a la commutativitat del diagrama:

X - HomZ(A, Cl)
i e
X' — Homgy(A,Cy),

per a tot homomorfisme f: X — X’. La comprovaci6 és immediata. O

5.1.4 Algebra hermitiana

Una forma hermitiana sobre V és un aparellament,
H:VxV—C,

que és C-lineal sobre la primera variable i satisfa H(v,u) = H(u,v), per
a tot (u,v) € V x V. En particular, és C-antilineal respecte de la segona
variable i H(u,u) € R per a tot u € V.

En coordenades respecte d’'una C-base de V, vindria donada per:
(u,v) —» u'H5, HeM,C), H =H,

pensant les coordenades dels vectors com a matrius-columna.

D’ara endavant, sempre que tinguem una forma hermitiana sobre un C-
e.v. denotarem per £ = Im H la seva part imaginaria. La forma R-bilineal,

E:VxV —R,
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és alternada (E(u,u) = 0 ja que H(u,u) € R) i invariant per i (E(iu,iv) =
E(u,v) ja que H(iu,iv) = H(u,v)). Les formes H i F es determinen l'una
a l'altra per:

H(u,v) = E(iu,v) + iE(u,v).

A més a més, rad(H) = rad(F). En particular,

H no-degenerada sii E no-degenerada.

En coordenades, la relacié entre H i E es tradueix en:

5.1.11 Lema. Sigui H la matriv d’una forma hermitiana sobre V', respecte
de la C-base eq,...,eq. Aleshores la matriu de E respecte de la R-base
€1,...,€g, 1€1,...,1€4 €s:

ImH | —ReHd
ReH | ImH

DEMOSTRACIO:  (E(ej,ex)) = (E(iej,iex)) = Im H, (E(iej,ex)) = Re H,

(E(ej,iex)) = —Re H' = —Re H, ja que Re H és simetrica. O

Grup de Néron-Severi

El grup de Néron-Severi d’un tor complex X = V/A és:
NS(X) := {H f. hermitiana sobre V' | E(A x A) C Z}.

L’operacié de grup ve donada per la suma de formes hermitianes.

Una polaritzacid de X és una H € NS(X) definida positiva. Denotem
el conjunt de les polaritzacions per:

NST(X):={H e NS(X) | H >0} C NS(X).

Clarament, NS(X) és un grup abelia finitament generat (isomorf a un

subgrup additiu de Ms4(Z) via fixar una base de A). Les polaritzacions

formen un submonoide de NS(X') que no té una estructura massa clara. De
fet, per a la immensa majoria de tors complexos és el conjunt buit.

5.1.12 Proposicié. Si H € NS(X), existeiz una Z-base a1, . ..,a4,b1,...,bg
de A tal que la matriu de E en aquesta base és:

0 | D .
JD = (T’T) y D= dlag(dl,...,dg),
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amb dy | --- | dg enters no-negatius (positius si E no-degenerada). La ma-
triu D esta univocament determinada i s’anomena el tipus de E (o de H ).

Les bases amb aquesta propietat s’anomenen bases E-simpléctiques de A.

DEMOSTRACIO: Si E = 0 la Proposici6 és trivial. Si F # 0, considerem
a1,b; € A tals que m = E(aq,b1) és minim entre els valors positius de E.
Clarament, F(A,A) = mZ i tot element £ € A satisfa:

E(a,0) _ E(L, bl)a
m m

f— 1€<a1,b1>L

by

. RN 1
A més, aquesta expressio és tnica, de manera que A = Zay @Zb1@< ay,by > .
Iterant el procediment amb E‘ (ar b)) construim una base simplectica.
La matriu de E en qualsevol Z-base de A és P'Jp P, amb P € GLyy(Z).
Per tant, totes aquestes matrius tenen els mateixos divisors elementals:
2 52 2 12 2 2 2 2 2
di | dy [ didy | didy | -+ [ dy--dy_ydg | dy---dy_qdg,

i per tant la familia dy,...,d, és un invariant de £. O

5.2 Fibrats de linia sobre tors complexos

Fixem un tor complex X i denotem per Ox el feix de les funcions holomorfes
sobre X. Un feix invertible sobre X és un Ox-modul localment lliure de
rang 1. Les classes d’isomorfisme de feixos invertibles formen un grup amb
loperacié ®; és ’anomenat grup de Picard:

Pic(X) = (feixos invertibles/isom, ®).
Una funcié theta sobre X és una seccié global d’un feix invertible.

Abans d’ocupar-nos d’aquestes seccions globals, determinarem ’estructura
de Pic(X).

5.2.1 Dades d’Appell-Humbert

Donem primer una interpretacié de Pic(X) en termes de cohomologia de
grups. Considerem el grup abelia multiplicatiu de les funcions holomorfes
sobre V' que no s’anullen enlloc:

O*(V):={h: V — C* | h holomorfa}.
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Dotem O*(V) d’estructura de A-modul, fent operar els elements de A per
translacié:

(a-h)(u) =h(u+a), VYae€A YuecV,YheO* (V).

Recordem la definicié del primer grup de cohomologia del grup A amb coe-
ficients en O*(V') com a 1-cocicles modul 1-covores:

HY(A,0%(V))
ZH(A, 0%(V)) :
BY(A, 0*(V)) :

Z' (A, 0(V))/BY(A, 0%(V)),
{(Aa) € ApI(A, O*(V)) | Aasp = (b- Aa)Ap, Ya,b e A},
{(h/(a-h)) € Apl(A, O*(V)) | h € O*(V)}.

Cada 1-cocicle (A,) es pot considerar com una familia de factors d’au-
tomorfia que déna lloc a un feix invertible L4 que assigna a cada obert U
de X el Ox(U)-modul:

LA(U) = {~}(U) -% C | 6 holomorfa,
O(u+a) = Ay(u)0(u), Vae A, Vuer t(U)}.

Dos 1-cocicles cohomolegs donen lloc a feixos isomorfs:

5.2.1 Lema. Siguin (A,) € Z*(A,O0*(V)), h: V. — C* holomorfa i (A,) =

(Aa%). Aleshores, multiplicar per h determina un isomorfisme de O x -

moduls entre Ly i La:

La(U)— La(U), 0 — h6.0

Tenim, doncs, un homomorfisme ben definit: H!(A, O*(V)) — Pic(X).

5.2.2 Proposicié. L’aplicacid (A,) — La determina un isomorfisme:

H'(A,0*(V)) — Pic(X).

DEMOSTRACIO: Cada 1-cocicle (A,) déna lloc a un I-cocicle de Cech de
manera natural. Prenem un recobriment per oberts, X = U;c;U;, amb els
U; prou petits perque hi hagi oberts connexos W; C 7~ 1(U;) que s’apliquen
biholomorfament sobre U; per la projeccié canonica 7. Per a cada parell
(t,7) tal que U; N U; # 0, hi ha un tnic a;; € A tal que:

7T71(Ui ﬂUj) ij = a;; + (7T71(U1' n U]) QWZ) .
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Prenent a;; = 0 si U; NU; = 0, els a;; satisfan:
Qij + Gk = Gk, V’i,j,k el.
Per tant, si definim f;;: U; N U; — C per:

. ™ fij
Aai]‘ . W’L T’ UZ B b

obtenim un 1-cocicle de Cech.
Deixem com a exercici comprovar que aixi es determina un isomorfisme:
HY(A,0%(V)) — H'(X,0%), (5.1)

i que a través de I'isomorfisme canonic H' (X, 0%) — Pic(X) el feix associat
a aquest 1-cocicle de Cech és isomorf a L. O

Més generalment, per a qualsevol varietat complexa X amb revestiment
universal X, aquesta construccié determina un isomorfisme

H' (m1(X), H(X, 0%)) = Ker (H'(X,0%) — H'(X,0%)).
En el nostre cas, H*(V,O3;) = 0 i obtenim 'isomorfisme (5.1).

Veurem a continuacié que hi ha una manera canonica de triar un 1-
cocicle de cada classe de H'(A,O*(V)) i parametritzar aquesta tria amb
uns elements forca computables, les anomenades dades d’Appell-Humbert.

Definicié. Donat H € NS(X), un H-semicaracter és una aplicacié, A ——
C; que satisfa:

ala+b) = ala)a(b)(—1)E@Y | Ya,b e A. (5.2)

Tot H € NS(X) admet H-semicaracters. De fet, per a una eleccié
arbitraria d’imatges a C; d’una Z-base de A, la relacié (5.2) determina
univocament un H-semicaracter.

Denotem per AH(X) el grup de dades d’Appell-Humbert. Es el con-
junt de tots els parells (o, H), on H € NS(X) i « és un H-semicaracter.
L’operaci6 de grup ve donada per:

(a, H)(o/,H') = (e, H + H').

Tenim una successié exacta evident:

0 — Homz(A,C;) — AH(X) — NS(X) —0
(a,0) (o, H) H
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5.2.3 Proposicié. [LB, 2.2] L’aplicacid,
AH(X) — ZY(A, 0%(V))

(a,H) — A4(u) = ala)exp(rH (u,a) + 5 H(a,a)), determina un iso-
morfisme AH(X) — HY(A, O*(V)).

Ajuntant les Proposicions 5.2.2 i 5.2.3 obtenim una visié forca concreta
de lestructura de Pic(X).

5.2.4 Teorema. (Appell-Humbert) Hi ha wun isomorfisme cano-
nic  entre AH(X) i Pic(X), que encaiza en el diagrama commutativ de
successions exactes:

0 — Homgz(A,C;) — AH(X) — NS(X) —0

|1 ! ]
0—  Pic(X) — Pic(X) 2 NS(X) —0 .O

El subgrup Pic?(X) de Pic(X) esta constituit, per definicié, per les
classes de feixos invertibles analiticament equivalents a Ox. Un feix L,
doncs, pertany a Pico(X ) si existeixen una varietat complexa 7', un feix
invertible £ sobre X x T' i punts tg,t; € T" de manera que L4, ~ L i Ly, =~
Ox. L’homomorfisme ¢; és la primera classe de Chern, via reinterpretar
NS(X) com un cert subgrup de H%(X,Z) [LB, 2.1]. El teorema d’Appell-
Humbert déna també, doncs, una identificacié entre NS(X) i el grup de
classes de feixos invertibles modul equivaléncia analitica.

D’ara endavant, identificarem:
Pic(X) = AH(X),
Pic” (X) := ¢ Y(H) = {(o, H) | o H-semicaracter},
A
Pic’(X) = {(,0), @ € Homz(A,C;)} ~ Homgz(A,C;) ~ X .

Donat L = (a, H) € Pic(X), sovint abusarem del llenguatge i deno-
tarem també per L el feix invertible sobre X associat a 1’1-cocicle (A4)aeca
canonicament associat a les dades d’Appell-Humbert («, H) (Proposicions
5.2.215.2.3). A la seccié segiient obtindrem descripcions explicites, en ter-
mes de les dades (o, H), dels espais H°(X, L) de funcions theta associades a
feixos invertibles. D’entrada, és molt senzill traduir en termes de les dades
d’Appell-Humbert les operacions més usuals entre feixos invertibles:

5.2.5 Lema. Si X' X 65 un homomorfisme de tors complexos,

f(a,H)=(F*a,F*H).
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Si X =5 X és la translacis perx € X,
tr(a, H) = (vexp(2miE(x,—)), H),
on x denota també qualsevol aizecament a V.
DEMOSTRACIO: Fent operar f* sobre les seccions globals veiem que f*(L)

té factors d’automorfia (B, = F*(Ap@s)))sear i aquest és precisament el
1-cocicle associat a les dades d’Appell-Humbert (F*(«), F*(H)).

Analogament, ¢} (L) té factors d’automorfia (B, = As(— + ))aen. Les
dades d’Appell-Humbert (aexp(2miE(x, —)), H) tenen per l-cocicle asso-
ciat:

Co(u) = a(a) exp(2miE(x, a)) exp(nH (u, a) + gH(a, a)).

Els 1-cocicles (By), (Cy) sén cohomolegs ja que:
Bo(u)Cqo(u)™t = exp(rH(z,a) — 2miE(x,a)) = ———— = h(a) ™},

essent h: V — C* la funci6 definida per exp(—mwA(—)), on
A=) = H(z, —) — 2E(z, -).

Com que A és C-lineal, la funcié h és holomorfa i satisfa h(u+a) = h(u)h(a).
O

5.2.6 Corollari. Sigui H € NS(X). Per a qualssevolz € X, L € Pic? (X),
t*(L) ® L™ = (exp(2miE(z, —)),0) € Pic’(X),
és independent de L.O

5.2.7 Corol-lari. (Teorema del quadrat)

try (L)@ L~ty(L)®t,(L) VYr,yec X, VL € Pic(X).0

5.2.2 Homomorfisme NS(X) — Hom (X, Pic’(X))

Tot H € NS(X) determina un homomorfisme de tors complexos X — X,
induit per: R
Yg:V—V, u— E(u,—).

En efecte, és C-lineal i envia A dins A:

E(iu,v) = —E(u,w) =iE(u,—)(v); weA = E(u,A) CZ.
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Denotem per ¢y I’homomorfisme X — Pico(gf ) que obtenim compo-
nent I’homomorfisme anterior amb l'isomorfisme X — Pic’(X) de la Pro-
posicié 5.1.10:

or: X — Pic’(X), x — (exp(2miE(x,—)),0).
Denotem el nucli per K (H) := Ker(pz) = AP/A, on AP = ¢ (A), ie.
AP :={ueV | E(u,A) CZ}.
5.2.8 Proposicié. ¢y isogénia <= H no-degenerada.

En aquest cas, K (H) = dety(E) = df ---d2.

DEMOSTRACIO: Tant el fet que g sigui isogenia, com el fet que H sigui
no-degenerada equivalen a que g sigui isomorfisme.

Siai,...,ag,b1,...,by és una base E-simplectica de A, aleshores
1 1 1 1
—ay,...,—ag,—by,...,—b
di Uy U dy Ty f

és una Z-base de AF. O

Pel Lema 5.2.5 i la Proposicié 5.2.8, si L € Pic!! (X) 1 H és no-degenerada,
els feixos ¢* (L) recorren tot Pic (X). Més precisament,

5.2.9 Corollari. Si H no-degenerada, qualsevol eleccié de Lo = (ap, H)
dins de PicH(X) determina una bijeccio:

$YH

V/AE — Pic?(X)
c —  (exp(2miE(c,—)),0)

Lo®- PicH(X)
—  (apexp(2miE(c,—)),H) =t:(Lo).

Aquesta parametritzacié de Pic (X) juga un paper clau en la descripcié
explicita de funcions theta. A la seccié 3 calcularem ’espai de funcions theta
H°(X, Lo) per a un feix invertible Lq € Pic (X) especialment escollit i des-
criurem les funcions theta associades a tots els altres feixos de Pic (X) en
termes de H°(X, Lo) i I'invariant ¢ € V/AF.
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5.2.3 Varietats abelianes polaritzades

5.2.10 Teorema. [K, Th.2.1] Per a tot L = (a, H) € Pic(X),

e HY(X,L) és un C-e.v. de dimensié finita.
e HY(X,L)#0 < H >0 ia(ANrad(H)) = {1}.0

Definicié. Una varietat abeliana és un tor complex X amb NS*(X) #
(). Un parell (X, H), amb H € NST(X), s’anomena una varietat abeliana
polaritzada.

5.2.11 Proposicié. Tot tor complex X admet una varietat abeliana quo-
cient, Y, tal que la projeccié canonica p: X — Y és un homomorfisme
universal de X en una varietat abeliana.

DEMOSTRACIO: Considerem el subsemigrup de NS(X) format per les formes
semidefinides positives:

NSZ(X) = {H e NS(X) | H > 0}.

Per a qualssevol H, H' € NSZ(X), es té: rad(H + H') = rad(H) N
rad(H'). Com que estem en un espai vectorial de dimensié finita, existeixen
Hy, ... ,H € NSZ(X) tals que, prenent Hy = Hy + --- + H,., es té:

Npens= (x) rad(H) = Ni_; rad(H;) = rad(Hy).

Per a tot H € NSZ(X), si W = rad(H), el tor complex quocient
Xg = (V/W)/((A+ W)/W) és una varietat abeliana, ja que la propia
H indueix una polaritzacié sobre Xg. El pas al quocient X — Xp fac-
toritza a través de Xp,: X - Xpg, - Xp. D’altra banda, si f: X — X'
és un homomorfisme de X en una varietat abeliana, el pull-back d’una po-
laritzacié de X’ és un H € NSZ(X) i I'homomorfisme f factoritza a través
de X » Xg. O

5.2.12 Corollari. Sigui L = (o, H) € Pic(X) tal que H°(X,L) # 0.
Aleshores, existeiz M € Pic(Y') tal que L = p*(M) i

p*: H(Y,M) — H°(X, L),

és un isomorfisme. En particular, p*: C(Y) — C(X) és un isomorfisme.
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DEMOSTRACIO: Pel Teorema 5.2.10, H > 0 i « és trivial sobre A N W,
on W = rad(H). Per tant, tenim unes dades d’Appell-Humbert L =
(@, H) induides sobre el tor Xz, quocient de X. Clarament L = p*(L)
ip*: H'(Xg,L) — H°(X, L) és injectiu. Per veure que és un isomorfisme
cal veure que qualsevol secci6 global, §: V — C, de L sobre X és constant
sobre les classes laterals u + W; aix0 és conseqiiencia del fet que ANW és
un reticle de W i 6 és holomorfa i A N W-periodica. Prenent com a M el
pull-back de L a Y obtenim el resultat. O

Cada 1-cocicle (A,) € Z1(A,0*(V)) determina un feix invertible L 4 so-
bre X i podem considerar una C-base )y, . .., 0y de 'espai H*(X, L4) de les
seves seccions globals. El punt de coordenades projectives (6g(z), ..., 0n(z))
no depen del representant x € V escollit perque totes les funcions theta
satisfan la mateixa equacié funcional. Per tant, obtenim una aplicacié mero-
morfa ben definida,

br,: X — PN(0), z— (0(z),...,0n(x)),

unfvocament determinada a menys d’automorfismes de P (C), que reflec-
teixen els possibles canvis de base. Finalment, un 1-cocicle cohomoleg (A?)
doéna lloc a la mateixa aplicacié meromorfa pel Lema 5.2.1. Hem provat,
doncs,

5.2.13 Proposicié. Tot L € Pic(X) determina una aplicacid meromorfa,
orL: XH]P)N(C% :L'I—>(90(I),,6N(£L'))7
univocament determinada a menys d’un automorfisme de PV (C).

Definicié. L € Pic(X) és molt ample si ¢ és una immersié tancada
holomorfa. En aquest cas,

01 On

).

L € Pic(X) és ample si L™ és molt ample per a algun n > 1.
5.2.14 Teorema. (Lefschetz) Per a tot L = («, H) € Pic(X),
e L ample <= HeNST(X) < HX,L)#0iK(H) fini.

o L ample, di > 2 = ¢ holomorfa.

o L ample, di > 3 = L molt ample.
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5.2.15 Corol-lari. Per a un tor compler X, son equivalents:
(1) X wvarietat abeliana.
(2) 3Xc varietat algebraica projectiva no-singular tal que X ~ xan,

(8) C(X) té grau de transcendéncia dim(X).

DEMOSTRACIO: (1) = (2) pels teoremes de Chow i de Lefschetz. (2) =
(3) pel principi GAGA: C(X) ~ C(x3%). (3) = (1) per la proposicié
5.2.11 i el Corollari 5.2.12. O

Per resultats classics de Chow i de Serre, el functor X +— X2 determina
una equivalencia entre les categories de varietats algebraiques completes, no-
singulars sobre C i les varietats complexes compactes que sén analiticament
isomorfes a una subvarietat tancada d’un espai projectiu. Hi ha també
un functor £ — L2, que determina una equivaléncia entre els respectius
conceptes (algebraic i analitic) de feix invertible, a menys d’isomorfisme
(respectivament algebraic i analitic). A més a més, hi ha isomorfismes
naturals, H (X, £) — H!(X31 £31),

En particular, tots els resultats vistos fins ara tenen la seva contra-
partida en el mén de les varietats abelianes algebraiques definides sobre C.
Per exemple, el teorema d’estructura de Pic(X) és igualment valid, conside-
rant Pic’(X’) com el subgrup de feixos invertibles algebraicament equivalents
a Ox.

5.3 Funcions theta associades a una polarit-
zacio

Per la Proposicié 5.2.11 i el Corollari 5.2.12, en I'estudi dels espais de fun-
cions theta H°(X, L) associats a feixos invertibles sobre tors complexos,
podem restringir-nos al cas de varietats abelianes. D’ara endavant, doncs,
fixem una varietat abeliana X, una polaritzacié H € NST(X) i ens ocupem
de la descripci6 dels espais H(X, L) per a L € Pic? (X).

D’entrada fem observar que la notaci6 H°(X, L) és ambigua, ja que
feixos invertibles de la mateixa classe d’isomorfia donen lloc a (isomorfs
pero) diferents espais de funcions theta. El que farem és triar per a cada
classe d’isomorfia L € Pic™ (X) un 1-cocicle (4,) € Z* (A, O*(V)) que repre-
senti L i considerar ’espai de funcions theta associat al feix L 4 construit a
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la Proposicié 5.2.2. El Lema 5.2.1 ens permet relacionar els diferents espais
de funcions theta que corresponen a 1-cocicles cohomolegs.

Per exemple, si prenem 1’l-cocicle trivial: A,(u) =1, Va € A, Vu € V,
obtenim com a funcions theta les constants, H°(X,Ox) = C. Si prenem una
1-covora ( %) obtenim el C-e.v. de dimensié 1 generat per h. Si con-
siderem els espais de funcions theta associats a totes les 1-covores, obtenim
O*(V). Es natural anomenar funcions theta trivials les funcions de O*(V).
Classicament, es consideren funcions theta normalitzades, escollint deter-
minats representants modul multiplicacié per funcions theta trivials [SD,
pag.40]. En aquesta seccié farem dues eleccions molt concretes d’aquestes
normalitzacions, que ens duran als conceptes respectius de funcions theta

canoniques i funcions theta classiques.

Definicié. L’espai de funcions theta candniques associades a L = («, H)
és:

HO(X, L)can := {V -5 C holom., 0(u + a) = Aq(u)0(u), Ya € A,Yv € V},
on {A,} és I'l-cocicle canonic associat a les dades d’AH de L:

Aq(u) = a(a) exp(rH (u.a) + S H(a,a)).

Per a tot ¢ € X, la translacio t. és un isomorfisme de varietats com-
plexes; per tant, els espais de funcions theta associats a L i t%(L) sén iso-
morfs. Per exemple, podem considerar 'isomorfisme (que depeén de eleccié
del representant ¢ € V' del punt ¢ € X):

HO(X7L)can - HO(Xa tz(L))can

~

0 —  exp(—mH(—,c) — $H(c,c))0(— +c).

(5.3)

D’altra banda, fixant Ly € Pic’ (X), hem vist al Corol-lari 5.2.9 que els
t*(Lo) recorren tot Pic (X). Per tant, és suficient fixar-nos el segiient:

Objectiu: Obtenir una descripcié explicita d’algun H°(X, Lg)can-

La idea clau per assolir-lo consisteix en retocar els 1-cocicles canonics,
multiplicant-los per una determinada 1-covora, per obtenir els 1-cocicles
anomenats classics. Aquests 1-cocicles tenen 'avantatge que algunes de les
funcions theta associades sén g-periodiques.
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5.3.1 Descomposicions simpléectiques

Definicié. Fixem H € NST(X). Una descomposicié E-simpléctica de X
és una descomposicid, A = A; @ Ag, amb Aj, As subgrups E-isotrops (de
rang g).

Notem que 'eleccié d’una base E-simpectica de A determina, en parti-
cular, una descomposicié E-simplectica de X. Reciprocament, donada una
descomposicié simplectica, sempre es possible escollir bases de A1 i Ay que
formin una base simplectica de A. L’eleccié d’una descomposicié simplectica
permet definir diferents estructures dins de X:

Eleccié canonica Lo = (ag, H) € Pic(X)

El H-semicaracter ag queda determinat pel fet de ser trivial sobre A; U As:
A% Cy, apla+d) = (—1)F@Y Vae Ay, beA,.

Classicament, s’anomena L el feix excel-lent associat a la descomposicié
simplectica. Recordem que 'eleccié de Ly determina també una bijeccid

V/AP — Pic?(X), e ti(Lo).

Aquest element ¢ € V/AF s’anomena la caracteristica de L = (L) res-
pecte de la descomposicié simpléectica fixada.

Descomposicions de V, A¥ i K(H)

Considerem, per a r = 1,2:
V., =RA,, AF:=(APnV,), K(H),:=(AE/A,).
Tenim descomposicions oObvies:
V=V, AP =AP @AY KH)=K(H), o K(H),.
La descomposicié V = Vi @ V5 determina una descomposicié de X en

suma directa de dos tors reals, pero no complexos, ja que Vi, V5 no sén
C-subespais. De fet, qualsevol d’ells genera V' com a C-e.v.. Per exemple,

ueVoniVo = H(u,u) =0 = u =0,

per tant, tenim també una descomposicio: V = V5 @ iVs.
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Forma C-bilineal simeétrica B

Com que H|y,xy, és una forma R-bilineal real i simetrica, té sentit consi-
derar la forma C-bilineal simeétrica,

B:VxV—C,

determinada per Bjv,xv, = H|v,xvs-

Homomorfisme R-lineal V -2 Home(V,C)

Associem a cada v € V' la forma C-lineal:
1
24

’[}:

(H — B)(—,v).
5.3.1 Lema. L’homomorfisme R-lineal v — 0 té€ les segiients propietats:

1. =0 <= vels.

2. o(u) —a(v) = E(u,v).

3. Oy, = E(—,v).

4. La correspondéncia v — ¥, determina un isomorfisme entre AP
Ay :=Homy (Mg, Z).

DEMOSTRACIO: (1) Com que V = Vo @iV, i H, B sén C-lineals respecte
de la primera variable, és clar que v = 0 si v € V5. Per veure el reciproc
és suficient comprovar que A és injectiu sobre iV,. Suposem que (iv) = 0,
amb v € V5. A la forga v = 0, ja que:

1H(v,v) = iB(v,v) = B(v,iv) = H(v,iv) = —iH (v, v).
(2) és evident i (3) es dedueix de (2) i (1).

Per provar (4) observem primer que v + 9|y, determina un isomor-
fisme R-lineal V3 — Homg(V2,R). En efecte, sén dos R-e.v. de la mateixa
dimensio i per a v € V] tenim:

(Vo) =0 = 0=0 = velo = v=0.

Sota aquest isomorfisme, A¥ es correspon amb Homz(As, Z), identificat a les
formes R-lineals que prenen valors enters sobre Ag; en efecte, per a v € Vi:

E(Ag,v) =9(Ag) CZ <= E(Av) CZ <= v e AF.O
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5.3.2 Funcions theta classiques

Fixem H € NST(X)i A= A; @ Ay una descomposicié simplectica de X.

Definicié. L’espai de funcions theta classiques associades a L = («, H) és:

HY(X,L):={V %, C holomorfa, O(uta) = Co(u)f(u), VYae AVueV},
on {C,} és I'l-cocicle cohomoleg al canonic:

Co(u) = Aa(u)% = o(a) exp(2mia(u) + mia(a)),

on V - C* ve donada per h(u) = exp(5B(u,u)).

Pel Lema 5.2.1 tenim un isomorfisme explicit entre els espais de funcions
theta canoniques i classiques:

H°(X,L)— H°(X,L)can, 0+ 0(u)= exp(gB(u,u)) O(u).

Aquesta relacié ens permet traduir I'isomorfisme (5.3) en un isomorfisme
entre funcions theta classiques associades a L i t%(L):
HOX,L) 2% HOX,t5(L)), 6 0(u) = exp(—2mic(u) — mié(c)) O(u + c).
(5.4)
Fem observar que aquest isomorfisme p. continua depenent de 'eleccié
de ¢ € V. Amb aquesta nova normalitzacié de les funcions theta tenim:

5.3.2 Proposicié. Les funcions theta classiques associades a Lo son As-
periodiques. Per tant, admeten un desenvolupament en série de Fourier:

O(u) = Z ey exp(2mix(u)) = Z cq exp(2mia(u)).

x€A2 a€AF

Els coeficients de Fourier (ca)qepr satisfan:

Catp = exp(—2mib(a) — wib(b)) ca, Ya € AP be A (5.5)

DEMOSTRACIO: Per a a € Ay tenim ag(a) =11 a = 0; per tant, Cy(u) = 1,
per a tot u € V. La identificacié x = a, amb a € A¥ és conseqiiencia del
Lema 5.3.1(4).
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La relacié (5.5) tradueix ’equaci6 funcional de 6. Per a u € V, b € A4,

O(u+b) = Z ¢q exp(2mia(u + b)) = Z (exp(2mia(b))e, ) exp(2mia(u)),

aEAF a€AF
() = Y er (exp(@mib(t))e, ) exp(mi(a+ b)(w) =

= uens (exp(??rii)(b))cafb) exp(2mia(u)).

Igualant els coeficients de Fourier de les dues expressions obtenim (5.5),
tenint en compte que a(b) = b(a), ja que a,b € V4 i E(a,b) =0. O

Considerem T(H, A1, A2) := {(ca) € cAY | satisfan (5.5)}. Es un C-
e.v. de dimensié finita §K(H)1, ja que ¢, pot ser escollit lliurement per a
qualsevol sistema de representants de A¥ /A; i després els valors de cqqa,
queden determinats per (5.5). Aix{ doncs, via fixar aquest sistema de rep-
resentants podem establir un isomorfisme entre CXUD1 i T(H, Ay, Ay). Cu-
riosament, hi ha una manera canonica d’establir un isomorfisme entre els
dos espais.

5.3.3 Lema. La correspondeéncia,
(A&)aeAf/Al — (Ca)aeA{f = (exp(—ﬂ'id(a)))\@)ae/\f )

estableiz un isomorfisme canonic entre CKE § T(H Ay, As).

DEMOSTRACIO: Per a a € AP, b e Ay, tenim a + b = a, a(b) = b(a); d’on:

Catd/Ca = exp(—mi(a(b) + b(a) + b(b))) = exp(—2mib(a) — wib(h)).O

Finalment, via comprovar que per a qualsevol elecci6 de (¢,) € T(H, A1, A2)
la corresponent serie de Fourier convergeix, la qual cosa es redueix a com-
provar que la part imaginaria de la forma a(a) sobre A¥ és definida negativa
(vegeu el Lema 5.3.7), s’obté el resultat fonamental que anavem empaitant:

5.3.4 Teorema. Tenim isomorfismes canonics:
CKU —T(H, Ay, As) — H°(X, Lo).
En particular, per a tot L € Pic (X),

dim¢ H°(X, L) =4K(H); = \/dety E =d; ---d,.0
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5.3.5 Corol-lari. Si f: X' — X és una isogénia entre tors complexos i

L € Pic(X), aleshores: dim HO(X', f*(L)) = deg(f) dim H°(X, L).

DEMOSTRACIO: Si L = (a, H) sabem que f*(L) = (F*(«), F*(H)). Ara,

dety E = dety1(p) F*(E) = (F~Y(A): A)° detp F*(E).O

Pel Teorema 5.3.4, podem considerar una base canonica {6 }wek (i),
de l'espai HY(X, L), imatge de la base canonica {0—w}twek (m), de CK(H)1
El canvi de signe té com a objectiu unificar aquesta notacié amb la de
funcions theta amb caracteristica, que introduirem tot seguit.

El Teorema ens déna també una descripcié explicita d’aquesta base
canonica com a series de Fourier. Els coeficients de Fourier de 6,, son:

exp(—mia(a)), sia € —w—+ Ay,
C, =
‘ 0, en tot altre cas,

on hem comés 'usual abis de llenguatge de denotar per w tant una classe
de AF/A; com un representant d’aquesta classe a A¥. Tenim doncs, una
funcié theta preciosa:

Oo(u) = > exp(2mia(u) — wia(a)),

a€Ny
i més generalment, per a w € A¥ /Ay, funcions theta:

Ou(u)= Y exp(2mia(u) — mia(a)) =

a€—w+Aq
= exp(—2miw(u) — wib(w)) Z exp(2mib(u 4+ w) — wib(b)) =
beA,

= exp(—2miw(u) — wiw(w)) O (u + w),

on a = —w+ b i hem utilitzat que b(w) = w(b), ja que w,b € Vi.

Aquesta expressié per a 6, en funcié de 6y, coincideix amb la manera
com relacionavem a (5.4) funcions theta associades a un feix i al seu traslla-
dat. Ens suggereix la segiient definicid, que engloba les dues construccions:

La notaci6 &, és estandard; identificant CK#)1 = Apl(K(H)1,C), 6, és la
funcié caracteristica de ’element w € K(H)1.
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Definicié. Per a qualsevol ¢ € V definim la funcid theta (classica) amb
caracteristica ¢ com:

0.(u) = exp(—2mic(u) — wié(c)) Op(u +c) € H(X,t:(Lo)).

Per a ¢ € A¥, la funcié 6. només depeén de la classe de ¢ modul A i
coincideix amb la funci6 6,, que acabem de descriure. Sigui L € Pic™ (X)),
de caracteristica ¢ € V/A¥ respecte de la descomposicié simplectica fixada.
Prenent ¢’ € ¢+ AF, les funcions theta . pertanyen totes al mateix espai
HY(X,L). Veiem com seleccionar d’entre elles una base d’aquest espai:

5.3.6 Lema. Donat L € PicH(X), sigut ¢ € V' un representant de la carac-
teristica de L respecte de la descomposicid simpléctica fizada. Aleshores, si
w recorre un sistema de representants de A¥ /A1, les funcions theta {0qy.w}
sén una base de H°(X, L).

DEMOSTRACIO: Es comprova immediatament que per a qualssevol ¢,d € V,
Ocra(u) = exp(miE(c,d)) exp(—2mié(uv) — wic(c)) Oq4(u + ¢).

Per tant, a través de I'isomorfisme p, entre H°(X, Lo) i H°(X, L) donat per
(5.4), els .4, es corresponen amb la base dels 6,,, a menys de constants
multiplicatives: 6.1, = exp(miE(c,w))pc(0y). O

En conclusié, una polaritzacié i una descomposicié simpectica determi-
nen, essencialment, una funcié theta, 6y, a partir de la qual podem fabricar
bases de tots els espais de funcions theta de fibrats de linia associats a
aquesta polaritzacio.

5.3.3 Funcions theta en coordenades

Fixem H € NST(X). Calculem I'expressi6 de les funcions theta classiques
0. treballant en coordenades. Fixem:

Bsp: ai,...,ag,b1,... by, base E-simpléectica de A
B: elzd—llbl,...,eg:dibg C-base de V' 7

g9

i considerem la matriu de periodes Il = (Z|D) de X en aquestes bases.

Volem calcular les matrius dels objectes B i A associats a la descom-
posicié6 E-simplectica de X determinada per: A; = <a1, ..., 0 >Z, Ay =

(b1, by ),
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Notacié. Sic € V denotem respectivament per:
(g;) € R, c=Zcy+ Dey € C9,

les coordenades de ¢ en les bases Bgp i B; entenent ¢, c1,ca com a vectors-
columna g-dimensionals.

5.3.7 Lema.

1. ZeHy:={re€My(C)| 7" =7, Im7 > 0}.
2. (Im Z)~! = matriu de H = matriu de B, en la base B.

3. ( _lf g > = matriu en la base Bgp de la forma R-bilineal:
VxV—C, (u,v) — 0(u).

En particular, en coordenades: d(u) = —ulZvy — ubDvy = —ulvy.

DEMOSTRACIO: Denotem per B’ la R-base de V formada pels vectors

€1,...,€q, i€1,...,ieg. La matriu de canvi de base de Bgp a b’ és:
( ReZ | D )
ImZ | 0

Si apliquem aquest canvi de base a la matriu Jp, trobem que la matriu de

E en la base B’ és:
0 | -(Imz)!
(Imz")~" | Q ’

Q=(ImZ") "' —(ImZ) '+ (ImZ") "' (ReZ"—ReZ) (ImZ)~".

amb

Pel Lema 5.1.11, si denotem per H la matriu de H respecte de la base B

tenim:
ImH=0, ReH=(ImZ)'=(ImZz")", Q=0.

Per tant, H = (Im Z)~! i, sent aquesta matriu real, també és la matriu de
B en aquesta base. Un cop sabem que Im Z és simeétrica, la relacié Q = 0
també implica que Re Z és simetrica. Aixo prova (1) i (2).

Pel que fa a (3), clarament, (b;j(a;)) = 0 = (b;i(b;)), (ai(b;)) = D.
Finalment,

L (H(aj,a;) — Blaj,a)) = ma(Im Z)"\(@; — a;) =

aila;) = 3; %
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0
:%(o 10 Z(m2Z) N Z - 2) | 1] = —2,,.0
1
0

Si parametritzem els b € A; per (%l), amb m € Z9, tenim:

b=Zm, bu)=—u'm, bb)=—-m'Zm,
i d’aqui obtenim:
Oo(u) = Z exp(mim'Zm — 2riu'm) = Z exp(mim'Zm + 2miu'm).
meZLI mezZ9I

I, per a qualsevol caracteristica ¢ € V, de coordenades ¢ = Zc¢j + Dco tenim:

0.(u) = exp(—mickDc;) 0 [g; } (u, Z), on

0 { g; } (u,Z) = m%g exp(mi(m +¢1)' Z(m + ¢1) + 2mi(u + Deg) (m + ¢1)).

5.4 Espais de moduli de varietats abelianes
polaritzades

En aquesta seccié veurem com el quocient de H, per 'accié de diferents
grups déna lloc a espais de moduli de varietats abelianes polaritzades.
De fet, ens limitarem a veure com els punts d’aquests quocients de H,
parametritzen classes d’isomorfia dels objectes en qiiestié. En tota la seccié
suposarem que tenim un tipus D fixat.

5.4.1 Proposicié. El semiespai superior de Siegel Hy és un espai de mo-
duli de tripletes (X,H,Bsp) on X = V/A és una varietat abeliana de
dimensio g, H € NST(X) té tipus D i Bsp és una base E-simpléctica de A.

DEMOSTRACIO: Hem vist al paragraf anterior com associar una Z € H, a
cada tripleta d’aquestes. Reciprocament, a tota matriu Z € H, li podem
associar una tripleta que té Z per matriu associada:

(Xz,Hz,Bsp ;) = (C//A, (Im 2) ™", Bep ) ,
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on A és el subgrup generat per les columnes de (Z|D) i Bsp, és la base
ai,...,aq, bi,..., by formada per aquestes mateixes columnes.

Només ens falta comprovar que dues tripletes son isomorfes si i només
si tenen la mateixa matriu Z € H, associada. Si dues tripletes (X, H, Bsp),
(X', H', Bgp,) sén isomorfes, hi ha un isomorfisme C-lineal V — V' que

transforma una base E-simplectica ai,...,aq4,b1,...,b5 de V en la base

E'-simplectica af, ... ay,b),...,0, de V'; en particular transforma la C-

base dibl, ol dibq de V en la C-base di Lyeves dib; de V' i les matrius
1 g ¢ 1 g &

de perfodes (Z|D) i (Z'|D) coincideixen. Reciprocament, si dues tripletes

(X, H,Bsp), (X', H', By},) tenen la mateixa Z € H, associada, I'isomorfisme

C-lineal entre V' i V' determinat per a; — aj envia automaticament b; — b}.
]

5.4.1 Accio dels grups simplectics

Denotem per J = J; la matriu simplectica que correspon al tipus principal.
El grup simpleéctic és el grup d’automorfismes de R29 que respecten la forma
simplectica donada per J:

Spay(R) = {M € GLoy(R) | M'JM = J}.

5.4.2 Lema. Sp, (R) és un subgrup de GLay(R), tancat per transposici.

DEMOSTRACIO: La condicié de subgrup és evident; per a M, N € Spa, (R):
(MN)YJ(MN)=N‘M'JM)N = N'JN = J,
(M~ M=t = (M-H (M IM)M~ = J.
Com que J ' =—J,si M € Spa, (R), tenim també Mt e Spa, (R), ja que:
(MY IM ' =J = MJ 'M'=J"' = MJM'=J.

d

5.4.3 Lema. Si M = (%’77?) € Moy (R), son equivalents:

1. M € Spy,(R).

2. alc, bd son simétriques i atd — ctb = I.

Noteu que la C-base %bl, ceey dng és la base canonica de CY.
9
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3. abt, cd' sén simétriques i ad® — bct = I.

En particular, Spy,(R) C SLag(R).
DEMOSTRACIO: La condicié (2) tradueix la relacié M*'JM = J i la (3)
s’obté de (2) per transposicié. O

5.4.4 Proposicié. El grup SpQQ(R) opera biholomorfament sobre Hy via:

Zv—— M(Z)=(aZ +b)(cZ+d)~', M= % € Spy, (R).

DEMOSTRACIO: De la relacié:
(cZ+d)(aZ +b) — (aZ +b)(cZ+d) =7 — Z = —2iIm Z. (5.6)
deduim que c¢Z + d és invertible, ja que, en ser Im Z > 0:
(cZ+du=0= uv'(ImZ)u=0 = u=0.
Per tant, M (Z) esta ben definit; d’altra banda, el calcul:
(cZ+d) (M(Z)-M(Z)")(cZ+d)=Z—-7Z=0,

ens mostra que M(Z) és simetrica. Finalment, de (5.6) traiem també, in-
tercalant I = (cZ + d)~!(cZ + d):

—2ilmZ = (¢cZ +d)'M(Z)(cZ +d) — (¢cZ +d)'M(Z) (cZ + d) =
= —2i(cZ +d)' Im M(Z)(cZ + d),
d’on deduim que Im M (Z) > 0.
Deixem com a exercici la comprovacié de que My (Ms(Z)) = (M1 M) (Z),
per a qualssevol My, My € Spy,(R), Z € H,. O
Definim el grup simpléctic de tipus D, com:
Spsy(R) := {M € Msy(R) | M*JpM = Jp}.

Com que Jp = IpJIp, amb Ip = diag(I, D), aquest grup és isomorf a
SpQg(R):
o Sphy(R) = Spy,(R), N IpNIph.
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El grup Spgg(R) no és tancat per transposici6. Denotem per SpQDg(R)t

el subgrup de SLa,(R) obtingut per transposicié. Considerem l'isomorfisme

op = ()'op( )" entre aquest grup i Spy, (R):

op: Sp%(R)t = Spyy(R), N — I;'NIp.

A través d’aquest isomorfisme, Sp;l,:; (R)* també opera biholomorfament so-
bre H, amb I’accio:

N(Z) = (aZ +bD)(D"'cZ + D~ *dD)™".

I'p :=Sps,(Z)! = {N € SLay(Z) | NJpN*' = Jp},
Gp:=0p(lp) ={M € Spyy(Q) | IDMI;" € May(Z)}.

Notacio.

Per al tipus principal els dos grups coincideixen: Gy =Ty = Spgg(Z).

5.4.5 Proposicié. Tant H,/Gp com Hy/T'p son espais de moduli de va-
rietats abelianes polaritzades de tipus D.

DEMOSTRACIO: Es suficient comprovar-ho per a Gp. Amb la notacié de la
Proposicié 5.4.1, volem comprovar que per a qualssevol Z,Z’ € Hgy:
(XZ’aHZ’) - (Xz,Hz) <= dM € Gp tal que 7' = M(Z)

Suposem que tenim un isomorfisme f: (Xz, Hz/)— (Xz,Hz). Con-

siderem les bases B = B’ =base canonica de C9 i Bgp, B, les respectives

columnes de (Z|D), (Z'|D). Denotem per A, R les respectives representacié
analitica i racional de f en aquestes bases. Pel Lema 5.1.4 tenim:

A(Z'|D) = (Z|D)R. (5.7)

El fet que f conserva la polaritzaci6 es tradueix en que R € Spgg(Z). Posem:

@—'—fr) — M = op(R") = I;'R'Ip € Gp.

Posant R = I;* M'Ip a (5.7) tenim:

at | ¢¢D

(AZ'|AD):(Z|I)MUD=(ZII)( o T dD

) = (Za' +b'|(Zc' +d")D).

Igualant i transposant, deduim:

Z'A Y =aZ +b, A'=cZ+d,
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d’on Z' = M(Z).

Reciprocament, si Z' = M(Z), amb M € Gp, aleshores 1'isomor-
fisme fa: (Xgz/,Hz) = (Xz,Hz), que té A = (¢Z + d)! per representacié
analitica, té automaticament R = o), ' (M?) € Sp2Dg(Z) per representacié

racional i, per tant, conserva la polaritzacié. O

En aquesta darrera situacid, per a qualsevol L = («, Hz) € Pic(Xz),
tindrem f3,(L) = (f5;(a), Hz/) i un isomorfisme:

fars HY(Xz, L) — H(Xz, fi,(L)).

Existeix, doncs, una accié del grup simpléctic sobre funcions theta, que
s’explicitara al tema segiient.

L’acci6 del grup Gp sobre H, és més natural que la del grup I'p. No
obstant, quan es volen construir espais de moduli de varietats abelianes
polaritzades amb alguna estructura afegida, és preferible utilitzar el grup
I'p, ja que aquests espais de moduli s’obtenen com a quocients de H, per
subgrups de I'p expressables en termes d’integralitat de les matrius, d’una
manera molt analoga a la dels subgrups de congrueéncia classics [LB, 8.3].
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Capitol 6

Thetanullwerte 1 varietats
modulars

A. TRAVESA

El contingut d’aquest capitol va ser exposat en el Seminari de Teoria de
Nombres (UB-UAB-UPC) el dia 7 de febrer de 2003, a la Facultat de Nautica
de la Universitat Politecnica de Catalunya, en la dissetena edicié del semi-
nari.

6.1 Generalitats

6.1.1 El grup simplectic

Fixem un anell commutatiu, R, que sovint sera un cos k o bé l'anell dels
nombres enters Z.

Considerarem matrius en M(2n, R); en particular, indicarem per 1 =
1, € M(n, R) la matriu identitat de n files i n columnes, i per I la matriu

0
I:= € M(2n, R). Com que det I = 1, podem pensar la matriu I

-1 0
com la matriu corresponent, en una certa base, a una forma bilineal anti-

Amb suport parcial de la DGI, BFM2000-0627 i BEM2003-01898.
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134 Cap. 6 Thetanullwerte i varietats modulars

simetrica no degenerada. El grup simplectic és el grup de les matrius que,
per canvi de base, deixen aquesta forma invariant.

6.1.1 Definicié. Sp(n,R) := {M € M(2n,R) : M'IM = I}.

Notem que 1 = det I = det M*det I det M = (det M)?, de manera que
M ha de ser invertible; per tant,

Sp(n, R) := {M € GL(2n,R) : M'IM = TI}.

A B
A més a més, si escrivim M = o ol amb A, B,C,D € M(n, R), la
condicié que M € Sp(n, R) implica que A'C' = C'A, B'D = D'B, A'D —
C'B = 1; per tant,
A B
Sp(n,R) = {M = - € M(2n,R) : A,B,C,D € M(n, R), A'C =

C'A, B'D = D'B, A'D — C'B = 1}.

6.1.2 Exemple. L’exemple més senzill correspon al cas n = 1; aquesta
darrera descripcié de Sp(n, R) ens ensenya que Sp(1, R) = SL(2, R); aixi,
també podem pensar el grup simplectic com una generalitzacié del grup
especial lineal.

A B
6.1.3 e En general, se satisfa que si M = c D € Sp(n, R), llavors
Dt _Bt At Ct
M1 = i Mt = .
-ct A Bt Dt

e El grup Sp(n, R) és estable per transposicid, de manera que la trans-
posicié de matrius M — M! proporciona un antiautomorfisme involutiu de
Sp(n, R).

e Com a consegiiéncia, també se satisfan les relacions AB! = BA?,
CD' = DC*, AD* — BC* = 1.

6.1.4 Observacié. Notem que:

0 1
o= € Sp(n, R).
0



6.1. Generalitats 135

1 S
e Per a tota matriu simetrica S = S* € M(n, R), és M := €
0 1
Sp(n, R). ]
. . ) Ut 0
e Per a tota matriu invertible U € GL(n, R), és M := €
0 U~
Sp(n, R). i
, ) 0 1
6.1.5 Es ben conegut que, per a n = 1, les matrius [ = , usual-
-1

11
ment anomenada S, i , usualment anomenada 7', generen tot el grup
1
SL(2,7Z).

6.1.6 Proposicié. Sigui R =7 o bé R =k, un cos qualsevol. El conjunt
de matrius

1S
0 1

0 1
18 =8"eMmn,R) | JST= € M(2n, R)
-1 0

és un conjunt de generadors del grup simpléctic Sp(n, R). O
6.1.7 Definicié. El grup modular de Siegel és el grup T, := Sp(n, Z).

6.1.8 Exercici. El centre de I',, és {£1}.

6.1.2 Subgrups de congruencia

Per a tot nombre enter ¢ > 0, podem considerar el morfisme de grups de
reduccié modul g,

6.1.9 Definicié. S’anomena subgrup principal de congrueéncia de I',,, de
nivell ¢, el nucli Ty, [¢] := ker (T',, — Sp(n,Z/qZ)).

6.1.10 Observacié. Clarament, I',,[1] =T,,.
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6.1.11 Exemple. En el cas n = 1, recuperem els grups principals de con-
gruencia del grup modular: I'y[q] = T'[¢] C SL(2,Z).

6.1.12 Definicié. Un subgrup qualsevol I' C Sp(n,R) s’anomena un sub-
grup de congruéncia si existeix un nombre enter g > 1 tal que ' conté T',,[¢]
com a subgrup d’index finit. S’anomena nivell de I" el menor valor de ¢ > 1
per al qual se satisfa aquesta propietat.

6.1.13 Observacié. Es pot provar que, per a tot n > 1, tot subgrup nor-
mal I' C T',, no inclos en el centre, {1}, és un subgrup de congruéncia.
Com a conseqiiéncia, tot subgrup d’index finit I' C I';, és un subgrup de
congruencia.

6.1.14 El grup theta. El grup I', 5, format per les matrius M =
A
C D

cuna de les matrius AB?, CD! sén parells, s’anomena el grup theta; és un
subgrup de congruencia de nivell 2 (cf. més avall).

€ I', tals que els elements de la diagonal principal de cadas-

6.1.15 Exemple. En el cas n = 1, el grup SL(2,Z) conté tres subgrups de
congruéncia de nivell 2 que continguin I'[2] com a subgrup d’fndex 2; sén
els grups I'o[2], T°[2] i el grup theta. Aquest grup és format per les matrius

1 0 0 1

que, reduides modul 2, sén una de les matrius , .
0 1 10

6.1.16 El grup de Hecke generalitzat. La generalitzacié natural en
aquest context dels grups de congruéncia I'g[¢g] C SL(2, Z) s6n els anomenats
A B

grups de Hecke generalitzats I',, olg] := {M = c oD el, : C=0

(mod q)}.

6.1.17 La variant theta del grup de Hecke generalitzat. Es el

A B
grup I'y, 0.9[q], format per les matrius M = € T'holg] tals que els
C D

elements de la diagonal principal de la matriu —~CD? sén parells.
q
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6.1.18 El grup d’Igusa. Es el grup T'.[q,2q] format per les matrius

A B
M = € T',[q] tals que els elements de la diagonal principal de

¢ D

cadascuna de les dues matrius ~AB? i ~CD? sén parells.
q q

6.1.19 Les propietats segiients sén evidents.
o'y =T,[1,2]
* I'n[2q] € T'n[q,2q] € T'ng).

6.1.20 Proposicié. El grup d’Iqusa T,[q,2q] és un subgrup normal de
Tpno. A més amés, siq és parell, T'y[q,2q] és un subgrup normal de T'y,. O

6.1.3 El semiespai superior de Siegel

Recordem que en el cas modular considerem el semipla superior complex
H:={z € C: Im(z) > 0}.

6.1.21 Per a una matriu simetrica real, Y = Y* € M(n,R), escriurem
Y > 0 per a indicar que la forma bilineal Y és definida positiva; en partic-
ular, si Z = Z* € M(n,C) és una matriu simetrica complexa, Im(Z) > 0
indicara que la forma bilineal real definida per la matriu formada per la
part imaginaria de les entrades de Z és una forma definida positiva.

6.1.22 Definicié. Anomenarem semiespai superior de Siegel el conjunt de

matrius
M, ={Z € M(n,C): Z = 27!, Im(Z) > 0}.

Escriurem Z = X +iY, amb X,Y € M(n,R), de manera que si Z = Z¢,
també se satisfa que X = X', Y = Y aixi, X = Re(Z), Y = Im(2), i
H,={ZeM(n,C): Z=2"Y >0}

6.1.23 Observacié. H; = H és el semipla superior complex.
6.1.24 Proposicio. El semiespai superior de Siegel H,, és un subdomini

obert i convex de l'espai de totes les matrius simétriques complexes H, C
Z,={ZeMn,C): Z=2"}. 0

En particular, dim H,, = n(n + 1), on dim = dimg. Com a exemples,
els valors de la dimensié de H,, per a 1 <n < 6 sén 2,6, 12, 20, 30, 42.
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El fet que el semiespai superior de Siegel sigui convex fa que hi hagi
arrels quadrades holomorfes per a les funcions complexes sense zeros.

6.1.25 Proposicié. Si f : H,, — C és una funcié holomorfa sense zeros,
existeix una arrel quadrada holomorfa de f; és a dir, existeiz una funcid
holomorfa h : H,, — C tal que per a tot Z € H,, és f(z) = h(2)?. O
6.1.4 Accio del grup simplectic

Ara convé definir 'accié del grup simplectic en el semiespai de Siegel, de

manera semblant al cas de 'accié del grup modular en el semipla superior
complex.

A B
6.1.26 Proposicié. Siguin Z € H, i M = c € Sp(n,R). Llavors,
D

(a) La matriu CZ + D és invertible.

(b) M(Z) := (AZ+ B)(CZ+ D)t eH,. O

6.1.27 Corollari. (a) El grup Sp(n,R) actua per l’esquerra en H,; és a
dir, per a tot Z € H, i totes les matrius M, N € Sp(n,R), se satisfan les
propietats 1{Z) = Z, M(N{(Z)) = (MN){Z).

(b) L’accid del grup Ty, /{x1} és fidel, en el sentit que M(Z) = N(Z) per a
tot Z € 'H,, si, i només si, N = +M.

(c) Les tniques aplicacions biholomorfes H,, — H,, son les aplicacions
donades per Z — M(Z). O

6.1.28 Exemples. L’accié del grup simplectic és, doncs, molt semblant

a Paccié del grup SL(2,R) en el semipla superior complex. En efecte, se
satisfan les propietats segiients.

. o 1| .
e (Simetria) Pera M =1 = yés [(Z) = —Z71.
-1 0

. LS .
e (Translacions) Per a M = , S =S8"e M(n,R), és M(Z) =
0 1

Z+S.
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Ut
e (Canvis de base reals) Per a M = S U € GL(n,R), és
0 _
M(Z) = UtZU.

Aixi, I'orbita d’'un punt Z € H,, per laccié de I';, conté, en particular,
totes les matrius que s’obtenen de Z per un canvi de base real (com a forma
bilineal).

6.2 Sistemes de multiplicadors

Volem definir formes modulars de pes semienter; per tant, ens cal estudiar
els sistemes de multiplicadors, que sén, essencialment, signes per a les equa-
cions funcionals. Aquests signes provenen de l’eleccié d’arrels quadrades
adequades.

6.2.1 Sistemes de multiplicadors

A B
Per a M = € Sp(n,R) i Z € H,,, posem
C D

J(M,Z):=CZ+D.

6.2.1 Proposicié. Pera M,N € Sp(n,R) i Z € H,, se satisfa la condicid
de cocicle per a J:

J(MN,Z) = J(M,N(Z))J(N, Z). O

6.2.2 Observacié. Per a cada matriu M € Sp(n,R), la funcié H,, — C
definida per
Z — det(CZ + D)

és holomorfa i, com que C'Z + D és invertible, no té zeros. Per tant, admet
una arrel quadrada holomorfa (i, en conseqiiencia, dues que només difereixen
en un signe). En triarem i fixarem una, per a cada matriu M € Sp(n,R),

que escriurem
J1(M, Z) :=+/det(CZ + D).

6.2.3 Alerta! En el cas n > 1, pot succeir que per a certa matriu M €
Sp(n,R) i certs punts Z1, Zs € H,,, sigui

det(CZl + D) = det(CZg + D),
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pero que, en canvi, se satisfaci que
det(021 + D) = —\ det(CZQ + D)

6.2.4 Definicié. Per a tot r € Z, escriurem
Jo(M,Z) = det(CZ + D)/ = \/det(CZ + D)

Notem que, en particular, se satisfa que Jy = det J.

Per a la dependencia funcional respecte de les matrius M, tenim el
resultat segiient.
6.2.5 Proposicié. Per a tot r € Z, existeir una aplicacio
w=w, : Sp(n,R) x Sp(n,R) — {1}
tal que per a tot M, N € Sp(n,R) i tot Z € H,, és
Jr(MN,Z) = w,(M,N)J.(M,N{(Z))J.(N, Z).
L’aplicacié w, només depén de la classe de congruéncia de r (mod 2); i se

satisfa que w, és constant i igual a 1 si, i només si, v és parell. [J

6.2.6 Definicié. Siguin I' C Sp(n,R) un subgrup de congruéncia i r € Z
r
un nombre enter. Un sistema de multiplicadors per a I', de pes 2’ és una

aplicacié
v: [ — C*

tal que

(a) per atot M,N €T és v(MN) = w,(M,N)v(M)v(N); i

(b) si —1 € T, lavors v(—1) det(0Z — 1)7/2 = 1.

6.2.7 Observacions. e En el cas r parell, un sistema de multiplicadors no
és res més que un caracter del grup I'.

e Si v és un sistema de multiplicadors (per a T, de pes r/2), llavors, per
a I'aplicacié
Jro: I'xHy — C*
(M, Z) — v(M)J.(M,Z) =
v(M)det(CZ + D)"/?
se satisfa la condicié de cocicle:

Jrw(MN,Z) = Jpo(M,N{(Z))J, (N, Z).

e Com abans, aquesta condicié només depén de r (mod 2).
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6.2.2 Accid sobre les funcions

6.2.8 Definicié. Donades una funcié f : H,, — C*, un nombre enter
r € Z, i una matriu M € Sp(n,R), considerarem ’accié de pes r de M
sobre f com la funcié

fIM = f|,M : H,, — C*
definida per
FIM(Z) := det(CZ + D)2 f(M(2)) = J-(M, Z) f (M(Z)).

D’aquesta manera, tenim que
F|(MN) = wy(M,N)(F|M)|N;

per tant, per a r =1 (mod 2), aixd no és realment una accié del grup I' en
el conjunt de les funcions.

La caracteritzacié segiient pot ser til.

6.2.9 Proposicié. Una funcic v : I' — C* és un sistema de multipli-
cadors (per a T, de pes r/2), si, i només si, existeix una funcid no nulla
f: Hn — Ctal queper atot M €T és f|,M =v(M)f. O

6.2.3 El sistema de multiplicadors theta

El sistema de multiplicadors theta és un sistema de multiplicadors associat
al grup theta, I';, g, i que té relacié amb un dels Thetanullwerte més senzills.
Comencem per escriure aquesta funcio.

6.2.10 Lema. La serie

0(2) .= Z exp(mig'Zg)
gezn

defineiz una funcio holomorfa en H,,.

DEMOSTRACIO: La serie és uniformement convergent en dominis de la forma
{Z€eH,:Y—-01>0},perad>0.0

6.2.11 Proposicié. FEuxisteiz un sistema de multiplicadors

Vg - Fmg — (C*,
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1
de pes 3 tal que per a tot Z € 'H,, @ tota matriu M €'y, g €s

O(M(Z)) = vg(M)y/det(CZ + D) 0(Z).

A més a més, vg(M)® =1, per a tot M € T 9. O

6.2.12 Observaci6. Sigui v : I' — C* un sistema de multiplicadors per
a I' de pes r/2, r € Z. Llavors, la funcié

I'n Fmg — C*
o
vg(M)"

és un caracter. Es pot provar que, per a n > 1, existeix un subgrup de con-
gruencia I'y € I'NT,, g tal que les restriccions a I'g de vy i de v coincideixen;
és a dir, que v coincideix amb una potencia de vg en I'g.

6.2.13 Hipotesi. Fins i tot per al cas n = 1, tots els sistemes de multi-
plicadors que considerarem coincideixen amb una poténcia del sistema de
multiplicadors theta, vg, en un cert subgrup de congrueéncia.

Per a descriure les propietats més importants del sistema de multipli-
cadors theta ens cal la definici6 segiient.

6.2.14 Definicié. Una matriu real M s’anomena projectivament racional
si és un multiple escalar d’'una matriu racional.

6.2.15 Notacié. Escriurem €, per a denotar el subgrup de Sp(n,R) for-
mat per les matrius M € Sp(n,R) que sén, a més a més, projectivament
racionals.

6.2.16 Lema. Siguin ' C Sp(n,R) un subgrup de congruéncia i N € Q,,.
Llavors,

(a) TN := N7IT'N també és un subgrup de congruéncia.

(b) Siv: T — C* és un sistema de multiplicadors de pes r/2, r € Z,
lavors, Vaplicacico vV : TV — C* definida per

vV™M(NTYMN) := o(M)w,(M, N)w,(N, N"'MN),

per a M €T, és un sistema de multiplicadors per a T'N, de pes r/2. O
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6.2.17 Definicié. Aquest sistema s’anomena el sistema de multiplicadors
conjugat (per N) de v.

6.2.18 Observacié. Cal veure que vV satisfa la hipotesi 6.2.13 de més
amunt. I aixo és suficient veure-ho per a v = vy.

6.2.19 Proposicié. (a) La hipotesi 6.2.13 se satisfa per a tot conjugat de
Vg.

(b) La classe dels sistemes de multiplicadors per als quals se satisfa la
hipotesi 6.2.13 és tancada per conjugacio.

(c) vg 1 tots els seus conjugats vév , amb N € Q,, coincideixen en el grup
d’Igusa I',,[4,8]. A més a més, v3 és trivial en aquest grup. OJ

6.3 Formes modulars de Siegel

6.3.1 Representacions

Per a la definicié de les formes modulars de Siegel, ens cal fixar una repre-
sentacio

po : GL(n,C) — GL(Z2),
on Z és un C-espai vectorial de dimensié finita.
A més a més, suposarem que pg és racional; és a dir, que existeix k € Z

tal que la representacié A +— (det A)~*po(A) és polinomica.

6.3.1 Observacié. Per a una representacié racional, sempre existeix un
valor maxim de k tal que A — (det A)~%py(A) és polindmica; aquest maxim,
k := Ek(po), s’anomena el pes de po.

6.3.2 Definicié. Es diu que una representacié racional pg és reduida si
k(po) = 0; és a dir, si és polinomica i no s’anulla en la hipersuperficie
det A = 0.

6.3.3 Definicié. Dues parelles (po,7), (pj,7'), on po, py sén representa-
cions racionals i 7,7/ € Z sén nombres enters, s’anomenen equivalents si

(a) r =" (mod 2); i
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7‘—7‘/

(b) per a tot A € GL(n,C), és py(A) = po(A)(det A) = .

Denotarem la classe d’equivaléncia per p = [pg, 7).
6.3.4 Observacions. e A cada classe d’equivaléncia hi ha exactament un
representant (pg,r) tal que pg és reduida; anomenarem r el pes de p.

e Si r és parell, la classe d’equivaléncia p = [pg,r] és univocament de-
terminada per la representacio

p: A po(A)(det A)7/2,

e En qualsevol cas, escriurem p(A) = po(A)(det A)"/? per a indicar la
classe d’equivalencia. Notem que, un cop haguem triat I'arrel quadrada

\/det(CZ + D), 'expressi6
p(CZ + D) = po(CZ + D)\/det(CZ + D)

esta ben definida i només depen de la classe p.

6.3.2 Formes modulars de Siegel

Siguin, ara, I' C Sp(n,R) un subgrup de congruencia i v : T' — C* un
sistema de multiplicadors de pes r/2. Llavors, per a

M= o(M)p(CZ+D),  Z€H,,
se satisfa la condicié de cocicle.

Doncs, té sentit considerar funcions holomorfes f : H,, — Z, de va-
lors en l'espai de la representacié Z, per a les quals se satisfaci la llei de
transformacié

f(M(Z)) = v(M)p(CZ + D) f(Z),
peraMel, ZeH,.
Per a aquestes funcions, i de la hipotesi 6.2.13 sobre v, se segueix que
existeix una xarxa L de matrius simetriques reals per a la qual la funcié f és

periodica, de xarxa de periodes L; i, per tant, f admet un desenvolupament
en serie de Fourier de la forma

F(Z) =Y a(T)exp(2ritr(T2)),
TeL*

on tr(TZ) és la traga de TZ, L* := {T € M(n,R) : T = T", tr(TX) €
Z, per a tot X € L} és la xarxa dual de L, i, naturalment, a(T') € Z.
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El fet que per a f se satisfaci la llei de transformacio
f(M(Z)) = v(M)p(CZ + D) f(Z),
implica que per a tota matriu NV € €, la funcié conjugada
fN(Z) = (fl,N)(Z) = p(CZ + D)~ f(N(Z))

hereta de f una férmula de transformacié per al grup conjugat N 'T'N;
més concretament:

Y (M(Z)) = o™(M)p(CZ + D) [N(Z).
Per tant, fV també admet un desenvolupament en série de Fourier

fN(Z) =" aN(T) exp(2mi te(T2)),

on T recorre una xarxa que depen de f i de V.

6.3.5 Definicié. Siguin I' C Sp(n,R) un subgrup de congrueéncia, r € Z
un nombre enter, v : I' — C* un sistema de multiplicadors de pes r/2,
po : GL(n,C) — GL(Z) una representacié racional, i f : H, — Z una
funcié holomorfa.

Es diu que f és una forma modular de Siegel respecte de T, p := [po, 7],
iwv, si se satisfa la llei de transformacio

f(M(Z)) =v(M)p(CZ + D)f(Z),  Z€Hn MeL,
i, a més a més, per a tota matriu N € 2, se satisfa que
a¥(T)#0=T >0.

S’anomena pes de f la meitat del pes de p.

6.3.3 Formes paraboliques

Posem €2, 9 C Q,, el subgrup de Sp(n,R) format per les matrius projecti-
vament racionals de la forma

A B
0 D

M:
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6.3.6 Observacions. e La propietat a™ (T) # 0 = T > 0 només depen
de la doble classe en I'\2,, /Qy, 0. I, com que el conjunt I'\Q,, /€2, ¢ és finit,
només cal comprovar una quantitat finita de condicions a™¥(T) # 0 =
T>0.

e A més a més, en el cas I' = T',, = Sp(n,Z), és suficient considerar
N = 1. I, en el cas n > 1, aquestes condicions es dedueixen de la férmula
de transformacié, de manera que ni tan sols cal posar-les a la definicid.

6.3.7 Definicié. Una forma modular s’anomena parabolica si se satisfa la
condicié més forta
a"(T)#0 = T >0.

6.3.8 De nou, només cal considerar un conjunt de representants N de
N\Q, /0.

6.3.9 Notacid. Posarem [T, p, v] per a l'espai de totes les formes modulars,
i [T, p,v]p per al subespai de les formes paraboliques. Sén espais vectorials
complexos de dimensio finita.

6.3.10 Proposicié.
(a) Tota forma modular de pes negatiu és idénticament nulla.

(b) Tota forma modular de pes zero és constant. O

6.4 Els Thetanullwerte com a formes modu-
lars

Recordem que la serie

0(2):= > exp(rig'Zg),  Z € Hn.
geZn

defineix una funcié holomorfa en el semiespai H,,. Es tracta d’establir el
resultat segiient.

6.4.1 Teorema.
0 € [Fnyg, 1/2,’09}.

En altres paraules, la série 6(Z) == 3_ 7. exp(mig'Zg) defineiz una forma
modular de Siegel de pes 1/2 respecte del grup theta I'y, g, i del sistema de
multiplicadors vg.
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En particular, se satisfa la llei de transformacio
0(AZ + B)(CZ + D)™ ') = vp(M)+/det(CZ + D) 6(Z),

A B
per a tot Z € H,, i tota matriu M = o €le.
D

Dedicarem la resta d’aquesta seccié a fer un esbo¢ d’'una demostracié.

6.4.1 Thetanullwerte amb caracteristiques i amb fac-
tors exponencials

6.4.2 Definicié. Cal considerar les caracteristiques, que sén vectors de la
forma

m= , a,beC”,
b

i també els Thetanullwerte amb caracteristica:

Olm](Z) := > exp(mi((g+a)'Z(g+ a) + 2(g + a)'D)).
gezn

6.4.3 Observacié. Notem que hi ha una certa similitud de la definicié de

la funcié 8[m](Z) (respecte de la 8(Z)) amb la definicié de la funcié ¢ de
Hurwitz (respecte de la ¢ de Riemann).

6.4.4 Proposicié. (a) La série 0[m](Z) defineix una funcié holomorfa (de
Z i de m) en H, x C*",

(b) Llevat d’un factor constant, Olm](Z) només depén de m (mod 1); amb

(mod 1), llavors

S D

més precisio, st m =m =

6[m] = exp(2mia’(b — b))f[m]. O

6.4.5 Observacié. Notem l’aparicié dels Thetanullwerte amb factors ex-
ponencials.

Cal estudiar el comportament de les caracteristiques sobre les matrius.
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A B
6.4.6 Definicié. Peram e C2" i M = e I',,, posem
C D

1 |(CD!
M{m} := (M) 'm + - (CD%o ,
2 1 (AB"),
S1,1
on, per a una matriu simetrica S, Sy := : és el vector format pels
Sn,n

elements de la diagonal principal de S.

Se satisfan les propietats segiients.

6.4.7 e 1{m} = m;

e Per a M,N € T, i per am € C?", és (MN){m} = M{N{m}}
(mod 1).

Es a dir, T',, opera per l'esquerra en (C/Z)%".

6.4.2 Formula de transformacio dels Thetanullwerte

6.4.8 Proposicié. Per a M €T, Z € H,,, i m € C?", se satisfa que

0[M{m}|(M(Z))

v(M,m)y/det(CZ + D) 0[m](Z),

on v(M,m) indica un cert nombre complex independent de Z.

A més a més, sim és real se satisfa que [v(M,m)| =1, i si m és enter
se satisfa que v(M, m)% = 1.

DEMOSTRACIO: Es suficient fer la prova per als generadors de I'y; és a

dir, per a les translacions M = , amb S = S? i per a la simetria
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Per al cas de les translacions, se satisfa la propietat segiient.

. a
e Sim:= , llavors

b+ Sa+ 1S,

0lm](Z + S) = exp(wia’Sa)f[m](Z).

I, per al cas de la simetria, cal provar la formula d’inversié:
—b
0 Z (—Z~1) = exp(2iath)\/det(Z /i) 0 (2),

on la branca de larrel quadrada és definida per /det(Z/i) = 1, per a
Z:=1l. 0

Per a estudiar com depenen els nombres v(M, m) de la caracteristica
m, tenim el resultat segiient.

6.4.9 Proposicié.
v(M,m) = vop(M) exp(2miPy, (M)),
on

—28,, (M) := a'(B'D)a + b’ (A'C)b — 2a' B'Cb — (Da — Cb)'(AB")y. O

Si posem tot aixo junt, obtenim la férmula de transformacié dels The-
tanullwerte sota ’accié del grup simplectic.

6.4.10 Teorema. Per a M €T, Z € H,, i m € C?", se satisfa que

0M{m}|(M(Z))

vo(M) exp(2mi®p, (M))+/det(CZ + D) 0lm](Z),

on

—28,, (M) := a'(B'D)a + b (A'C)b — 2a' B'Cb — (Da — Cb)'(AB")y. O

En el cas en que M pertany al grup theta, la formula de transformacié
és més senzilla.
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6.4.11 Teorema. Per a la funcid theta modificada

f[m] := exp(—mia’b)0[m],

a
iperaMeclye, ZEH,, im= € C?, se satisfa que
b

D -C
-B A

™

m | (M(Z))

vg(M)\/det(CZ + D) [m](Z),

on vg(M) és una arrel vuitena de la unitat, independent de m. O

D -C
Notem que = (MH~L,
-B A

6.4.3 Sumes de Gauss
Es tracta d’expressar el sistema de multiplicadors theta a partir de sumes

de Gauss, en el cas en que D és invertible. Cal comencgar per elegir una
arrel quadrada de det(CZ + D).

Sigui h(Z) := \/det(Z/i) I"inica funcié holomorfa en H,, tal que

h(Z)?* = det(Z/i); h(il) = 1.

Aleshores, definim

Vdet(CZ 4 D) :=Vdet D h(Z)h(—Z~' — D71C),

on
Vdet D > 0, si det D > 0;

—ivdet D >0, si detD < 0.

Se satisfa el resultat segiient.
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B
6.4.12 Proposicié. Sigui M = c €l'y0, t suposem que det D # 0.
D

Llavors,

vo(M) = (det D)™/ >~ exp(nih!BD~'h). O
hezn ) DZ"

6.4.13 Definicié. Siguin C,D € M(n,Z) tals que det D # 0, CD! = 0
(mod 2), i [C' D] és la segona fila d’'una matriu del grup I';, g. Definim la
suma de Gauss simplectica

Gp(C) := Z exp(migtCD™ 1 g).
g€Zn /| D"
6.4.14 Observacié. En el cas n = 1, aquesta definicié proporciona la
igualtat
Gq(2¢) = Z exp(2micg®/d)

9gEL/dZ

d—1

Zexp (2mict? /d)

t=0

=: G(c,d);

és a dir, la suma de Gauss classica.

6.5 Varietats modulars de Siegel

Sigui I' C T',, un subgrup de congruéncia. L’espai quocient T'\'H,, és una
varietat analitica complexa amb H, com el seu recobridor universal. Es
tracta d’establir una immersié quasiprojectiva complexa d’algunes varietats
modulars de Siegel I'\'H,,.

6.5.1 Teoria classica de la reducci6

Sigui Y € M(n,R), Y = Y! Y > 0, una forma bilineal real definida
positiva. Comencem per recordar la teoria classica de reduccié de formes
quadratiques.

6.5.1 Lema. (Descomposicié de Jacobi.) Ezisteiz una matriu triangu-
lar superior i amb els elements de la diagonal principal tots iguals a 1,
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U € SL(2,R), tal que U'YU és una matriu diagonal amb els elements de
la diagonal principal tots positius. [

6.5.2 Lema. (Teorema d’Hadamard.) detY <Y;;-... Y, ,. O

6.5.3 Lema. (Teorema d’Hermite.) Sigui u(Y) := min{g'Yg : ¢ €
Z", g # 0}. Llavors,

n(n

W(Y)" < (4/3)" 7 det Y. O

6.5.4 Definicié. Es diu que Y és M-reduida (M, per Minkowski) si se sa-
tisfan les dues propietats segiients:

(a) per a tot g € Z", si med(gx,--.,9n) = 1 per a algun k, llavors Yy 5 <
t
9'Yy;

(b) peratot k, 1 <k <n-—1,és Y41 > 0.

Denotarem per R, el conjunt de les matrius Y que sén M-reduides.

6.5.5 Lema. Per a tota matriu Y = Yt € M(n,R), Y > 0, existeizen
matrius U € GL(2,Z) i Y' € R, tals que Y =UY'. O

6.5.6 Lema. (Teorema de Minkowski.) Eristeizen dues constants po-
sitives c1,co tals que per a tota Y € R,, és

Clyl,l'---'Yn,nSdetYSC2}/1,1'-~-'Ynn~D

’

6.5.2 Domini fonamental

6.5.7 Definicié. Sigui Z = X +iY € H,, amb X,Y € M(n,R), X = X,
Y =YY" Y >0. Es diu que Z és S-reduida (S, per Siegel) si se satisfan les
propietats segiients:

(a) per a tot M €Ty, det Im(M(Z)) < detIm(Z);

(b) Y és M-reduida;

(c)peral <i,j<m,|X;;| <1/2.

6.5.8 Observacions. e El conjunt R,, és tancat en el conjunt de les ma-
trius simetriques (reals) definides positives. Com a conseqiiéncia, el conjunt
de les matrius S-reduides, posem Z,,, és tancat en el semiespai de Siegel H.,.
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e El conjunt S, també és tancat en el conjunt de totes les matrius
simetriques, Z,.

6.5.9 Proposicié. I',, - S, =H,,. O

Es a dir, tota matriu del semiespai de Siegel és la transformada per una
matriu de I';, = Sp(n,Z) d’'una matriu S-reduida. Dit d’una altra manera,
el conjunt &, conté un domini fonamental per a T',,.

6.5.10 Lema. Per a tot ¢ > 0, el subconjunt
Snl(c) :={Z €S, : det(Im(M)) < ¢}

0 bé és buit o bé és compacte. []

6.5.11 Lema. Per atot M’ € S,,_1 existeiz A\g > 0 tal que per a tot X > \g
/ M 0
és M = €s,. O

0 A

6.5.3 Immersions de varietats modulars

Una de les aplicacions més interessants del Thetanullwerte és que propor-
cionen immersions projectives de les varietats modulars de Siegel. A tall
d’exemple, enunciem un teorema que fa referencia a les varietats que corre-
sponen als grups d’Igusa I',,[¢?, 2¢%], per a ¢ parell.

6.5.12 Teorema. Per a ¢ = 0 (mod 2), Uaplicacié H, — P7"~1(C)
definida per Z — (0[m](Z))m, quan m recorre el conjunt ((1/q)Z*")/7*",
és holomorfa i déna lloc a una aplicacié injectiva

271_1

r, [q27 2q2]\Hn — P ((C)
que aplica biholomorficament un entorn de cada punt en una subvarietat de
l’espai projectiu.

A més a més, l'adheréncia de la imatge és una varietat projectiva de di-

n(n+1
mensto %, 1 la diferéncia entre aquesta adheréncia i la propia imatge
(n—1)

esta inclosa en un tancat de Zariski de dimensio < .0
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6.6 Series theta generalitzades

6.6.1 Series theta de formes quadratiques amb carac-
teristiques i coeficients harmonics

Per a definir les séries theta de formes quadratiques definides positives i de
coeficients harmonics, ens cal parlar de les funcions coeficient.

6.6.1 Definicié. Sigui V un espai vectorial complex. Una funcié coeficient
de grau n en V és una aplicacio

P:VxH,—C

tal que per a tot g € Vitot Z € H,, és

k
P(g,Z) = Pi(9)4(2),

on Aj : ‘H,, — C sén funcions holomorfes i P; : V — C sén funcions
polinomiques de les coordenades en alguna base.

I també ens cal parlar d’arrels quadrades de formes quadratiques. Per
a aixo, disposem del resultat segiient.

6.6.2 Proposicié. Ezisteix una unica aplicacié holomorfa l : H, — Z,
tal que

exp({(Z)) = Z/i; i, siY >0, llavors I(1Y") és real. O

6.6.3 Notacié. Escriurem S/? := exp(3(5)). Aquesta notaci6 apareix a
la definicié seglient.

6.6.4 Considerarem funcions theta amb caracteristica i coeficients:

0p(m|(S; 2)

Z P(SI/Q(G +U), Z)em’tr((G+U)tS(G+U)Z+2V‘(G+U))7
GeM(rxn,Z)

U
on m = ,per a U,V € M(r x n,C), és la caracteristica, S € M(r,R),
Vv

S =8t > 0, és una forma quadratica definida positiva, i P(g) = P(g, Z) és
una funcié coeficient, P : M(r x n,C) x H,, — C.
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I també considerarem aquestes series modificades amb factors exponen-
cials:

0p[m](S; Z) := exp(—mi tr(U'V))0p[m](S; Z).

6.6.5 Observacions. e En el cas en que S = [1] € M(1,R), recuperem les
series de més amunt, amb un canvi de caracteristica:

Opfom)([1]: Z) = 0p[m](2);

Opm']([1]; Z) = 6p[m](Z).

e Reciprocament, les noves es poden recuperar de les antigues. Per a
aixo es fa us de la immersié d’Eichler.

6.6.2 La immersié d’Eichler

Recordem que, donades dues matrius A € M(m x n,R), B € M(r x s, R),
podem considerar el producte
Abl,l . Abl,s
A®B := € M(mr x ns, R).
Abry ... Abys

6.6.6 Proposicié. Siguin A € M(m,R), B € M(n, R) matrius simétri-
ques, G = [g1,...,9,) € M(m x n,R), amb g1,...,9, € M(m x 1,R), i

g1

posem g := | : |, el vector columna de mn components. Llavors,

In

¢"(A® B)g = tr(G'AGB). O

6.6.7 Corol'lari. S5i S = S* € M(r,R), Y =Y*' € M(n,R) sén matrius
definides positives, llavors S ® Y també és simétrica i definida positiva. O

6.6.8 Definicié. Podem definir, doncs, una immersi6 H,, — H,, per
I7—S® 7.
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6.6.9 Proposicié. La immersio Z — S® Z és compatible amb 'accio dels
grups simpléctics Sp(n,R), Sp(nr,R) en el sentit que laplicacié

Sp(n,R) — Sp(nr,R)

N A B S 1A S®B
C D SleC 1®D

és un morfisme de grups injectiu tal que
M3(S®Z)=S®(M(Z)).O

6.6.10 Definicié. Per a cada matriu racional simetrica i definida positiva
S € M(r,R), posarem

[,.(S):={M € Sp(n,R): M® €T,,.4}.

6.6.11 Observacié. Com que S és una matriu racional, llavors I'(S) és un
subgrup de congruencia.

6.6.12 Definicié. Una matriu S s’anomena parella si és entera i els seus
elements diagonals sén parells. Equivalentment, si per a g € Z" és g!Sg =0
(mod 2).

6.6.13 Proposicié. (a) Si S és una matriu parella i ¢ és un nombre na-
tural tal que la matriu ¢gS—' també és parella, llavors el grup T, (S) conté

Fn,O[q]‘

(b) Si q és un nombre natural tal que qS i ¢gS~' son totes dues parelles,
llavors T'(S) conté el grup d’Iqusa T'y[q,2q]. O

g1
6.6.14 Notacié. Sigui g = | : | el vector g € C™ format pels n vectors

g'fL
columna d’una matriu G = [g1, .. ., g»]. Escriurem G < g per a indicar que

la matriu G € M(r x n,C) es correspon amb el vector g via l'isomorfisme
natural M(r x n,C) — C™.

6.6.15 Proposicié. Suposem que A € M(r,C), B € M(n,C), i que g és
el vector que es correspon amb G per lisomorfisme anterior. Llavors, el

vector que correspon a la matriu AGBY és (A® B)g. En simbols, si G < g,
llavors AGB? < (A® B)g. U
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6.6.3 Series theta generalitzades i Thetanullwerte

6.6.16 Proposicié. Per a tota funcié holomorfa A : H, — C existeizx
una altra funcié holomorfa B : Hq, — C tal que B(S® Z) = A(Z). O

6.6.17 Proposicié. Per a cada funcid coeficient P : M(r x n,C) — C
existeiz una funcio coeficient Py : C™ — C per a la qual se satisfa que
Py(9,S® Z) = P(S'?@G, 7). O

6.6.18 Proposicié. Siguin a,b els vectors columna que es corresponen amb
les matrius U,V , respectivament. Siguin P, Py funcions coeficient holomor-
fes connectades per la relaciéo de la poposicié anterior: Py(g,S ® Z) =
P(S'Y?G,Z), amb g < G. Llavors,

U a )
Op v (S;Z) =0p, , (S®Z); i també

U -~ |a
Op (S;Z)Zapo (S®Z). U
\%4 b

Finalment, enunciem la férmula de transformacié per a aquestes fun-
cions theta.

6.6.19 Teorema. Sigui S una matriu real, simeétrica i definida positiva.
Llavors, existeiz una accid del grup T, (S) en Uespai de les funcions coefi-
cient de la forma P : M(r x n,C) x H,, — C, que escriurem en la forma
(P, M) — PM i que satisfa les propietats segiients.

(a) Si P és constant, llavors PM = P.

(b) Per a tot M € T'(S) i tot Z € H,, se satisfa la igualtat:

~ U
Opm

- U
(S; M(Z)) = vg(M)det(CZ + D)"/%0p ; (S; Z).
Aqui, s’ha escrit
U=UD'-S"WWC', V=-SUB'+VA' wvsg(M):=uvy(M").O
6.6.20 Observacié. En el cas en que det D # 0, I'accié en les funcions

coeficient es pot descriure a partir de transformades de Gauss, de manera
similar a com s’ha fet més amunt amb sumes de Gauss simplectiques.
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