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Introduccién

Motivacién
@ IBNR (Incurred But Not Reported).

© La “llegada” de reclamaciones esta sujeta a retraso.

@ Las compaiiias necesitan tener previsiones del namero de
reclamaciones (anual) para tener una imagen lo mas precisa
posible de su situacién financiera (provisién de reservas).

Métodos de resolucién en la literatura: minimos cuadrados,
regresion, credibiilidad,... (Goovaerts et al., 1990).

Verrall (1991) modelos loglineales y “chain ladder method".
De Alba (1996), De Alba & Mendoza (1996), Mindelhall
(2006) usan técnicas bayesianas.

@ La distribucion MBT (Modified Borel-Tanner).
Gémez—Déniz, E., Vazquez—Polo, F.J. & Garcia, V.J.
(2015)The Modified Borel-Tanner (MBT) distribution and its
regression model associated. Statistical Journal-REVSTAT
(en prensa).
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Planteamiento estadistico del problema

— Supongamos z; (nimero de reclamaciones) un proceso
homogéno P(x|At) donde ¢ denota un intervalo de tiempo y
A es desconocido con z; no observable (al menos
completamente).
H1: Las a;'s son reportadas indepedientemente unas de otras

— Sin embargo, si disponemos de informacién muestral
(observable) v; que representa una parte (proporcion) de ;.

En definitiva:
z¢: 'nimero de reclamaciones durante un tiempo t"

[ g . "
y: ‘niimero actual de reclamaciones presentadas
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» Las variables x; siguen una distribucion MBT con parametro
(A-1):

(22 + 1) (At)zetl
At) = =0,1,...
Ful@i|xt) T(z; + 2)T(zs + 1) (L4 A2zt =50
(1)
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Figure: Distribuciones M BT (), A = 4,10, 20.
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El modelo adoptado

» Las variables y; siguen una distribuciéon Binomial con parametro
(x¢,0):

Tt
Yt

fg(xt!At)=< )9%(1—9)%%, y=0,....20. (2

O1: Necesitamos una verosimilitud que relacione las observaciones
y¢ con los parametros del problema: Ay 6.
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El modelo

Para simplificar la notacién consideramos At +— .

f(yt|>\,9) = Z f2(yt|l‘t; )\,9) ) f1($t|>\,9)

Tt=Yt

H2: x; es independiente de € dado A e y; es independiente de A

dado (z¢,0).
En tal caso,
FwelX, 0) Z Foyelae, 0) - fr(welA) =
Tr=y
B gyt . \yetl oo (1 _ 9)$t_yt F(Qyt + 1) ATt~ Yt
IRTICEPNIT (e —we)! Ty +2) (14 N)2v—uefl

Tt=Yt
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El modelo

Verosimilitud para (), 6) observado y;:

gue -t T2y + 1)
(T+A)2vet L T(y)T(ye +2)

1 A
F — 1 2:4——-(1—-6
2 1(yt+27yt+ 7yt+ 3 (1+>\)2( ))7

f(yt‘)‘ae)

yt:.%'t,...(3)

0JO: Esta verosimilitud contiene productos MA@ lo cual indica que
no distingue los pares (A, 6).
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El modelo

Ahora dada una a priori conjunta 7(\, #), podemos encontrar las
cantidades de interés del problema. Por ejemplo:

» Media (a posteriori) de A dado y;:

E(A|y) o / </ F(ye A\, 0)m(N, 0) d@) X

con la constante de proporcionalidad

/ h / CFnlh 0)m (0 0) dodx.
0 0
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El modelo

» Media (a posteriori) de z; dado y;:

o) 1 0
Bl [ ( / (Z xtf2<yt|zt,e>f1<w>> 7(1,0) d9> ax

Tt=Yt

con la constante de proporcionalidad

) 1
/ / F(ye| X, 0)m(X, 0) dOd.
0 0
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La densidad a priori m(A, 0)

@ Independencia entre los parametros hace al modelo “tratable”.

@ De H2, como en Moreno & Girén (1998), tenemos:
— La independencia entre A y 8 implica, independencia entre z; y
0.
— El reciproco es cierto cuando la familia w(A|z;) es completa.
@ De la verosimilitud (3) no podemos deducir una a priori de
referencia pues la verosimilitud no distingue (A, ).

e Cuando la informacién a priori sobre # y \ puede ser
especificada independientemente en término de familias
conjugadas marginalmente, el anélisis es analiticamente
tratable.
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La densidad a priori 7(\, 6)

» La familia conjugada para 6 es Beta(a, fo) :

7T(9|O[U’ 50) B(a(l]ﬁo) . 90!0—1 . (]_ _ 0)50—1
oc 00 (1-0)RT <o <1,  (4)
r T
con B(ap, fo) = m,
_ Qo
©)= oo+ fo
Moda(6) = - +a500 —
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La densidad a priori m(A, 0)

» Para )\ tenemos que su modelo poblacional es

L(x|\) A ALY exp 4 nzlo A
(L+ A)2natn 1+ A P S+ )2

Tenemos por tanto un estadistico suficiente  y una
descomposicién del tipo h(A) y () con:
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La densidad a priori 7(\, 6)

» La familia conjugada para A es por tanto

m(A) oc h(A)P exp {qot(N)} :

1 A\po—1
W()\’poy qO) B(po, C]O) ) (1 + )\)po+q0
M\Po—1
x —2 Ao, (5)

(1 + )\)po-l-QO
con gqo > 1.

Beta Generalizada de segundo tipo (GBII)

BetaPrima, BP(po, qo) :

Do
E(\) = —— 1.
() qO_la qo >
po—1
Moda(\) = , > 1.
(A) P po >
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La densidad a priori 7(\, 6)

0.1 = \'¥
—

4 6 8 02 04 06 08 1.0 12 14

Figure: Distribuciones BP(4,q), ¢ = 1,2,3 (panel izquierdo) y
BP(p,4), g =1,1.5,3 (panel derecho)
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La densidad a priori 7(\, 6)

La a posteriori para A observadas x es:

m(Ale) o flz[A)m(A)

)\ni—i—n )\po—l
x (14 \)2na+n (1 4 A)potao
)\n:ﬁ—&—n-{-po—l

(1 4 X)2n@+ntpotao ~ BP(nz +n + po,n7 + qo)

A\Po—1

Por tanto, | (), 0) o< %01 . (1 —g)%~L. (1 + A)potao

11 WoPI. U. Barcelona, July 2016 15



La densidad a posteriori (A, 6|y;)

La a posteriori para A es:

77()‘?9|yt) X f(yt|)\,9)ﬂ'()\,9)

-1 1
o0l (1 gyt APO QY \V++

(14 A\)potao ) (1+ )\)2yt+l X

1 A
F — 1 2;4——=(1-—460
2 1<yt+27?/t+ 7yt+ ) (1+)\)2( ))7(6)
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Cantidades de interés

(1) La distribucién posteriori para z; es:

m(we|ye) o< w(xe) - 7(Ye|e).

T(yelee) = /7T yt|xe, 0)m(0||2¢) db
_ <$t> B(ao + yi: Bo + xe — ye)

Yt B(a, fo)
_ (xt> I'(ag + y)L(Bo + 2 — yt) . (o + Po)
Yt I(ag + Bo + o) I'(ao) +T(Bo)
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Cantidades de interés

(2) La distribucién marginal para x; es:

) = /OOO A - 7 () da

r(w) = / Fi(mA) - 7(A) dA

P2z, +1) Bz +po+ 1,2+ qo)
T(z; +2)0(z + 1) B(po, q0)
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Cantidades de interés

Multiplicando ambas expresiones anteriores se obtiene:

- <mt) B(ao + yt, o+ xt — yt) 2z + 1)
Yt B(ayg, Bo) Dz +2)T (2 + 1)
B(xt 4 po + 1,2 + qo) )
B(po; q0)

donde la constante de proporcionalidad se deduce de

o)

Z m(xelye) = 1.

Tt=Yt
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Un ejemplo practico

Datos tomados de Doray (1996), representando el namero de
reclamaciones reportadas hasta Septiembre 1987.

Number of accidents reported by September 30, 1987
1985 1986 1987 1980-86
Il ... 170 178 202 185.86
m-.. 177 130 156  165.00
M -.. 120 154 138 154.71

v ... 102 134 153 138.29
vV ... 156 213 198 190.57
vi ... 195 201 178 198.43
Vil .-+ 186 201 127  202.29
Vi --- 184 203 142 189.57
X ... 167 219 93 197.57
X ... 167 205 - 209.00
Xl ... 167 193 - 195.29
X 260 162 - 197.57
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Un ejemplo practico

Namero medio y total de reclamaciones al afio
1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987
198.8 223.1 168.2 1820 1v1.7 170.9 1827 -
2386 2677 2018 2184 2060 2051 2193 gy, = 1387

Los calculos han sido realizados con Mathematica v.10.4
(codigos disponibles)
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Un ejemplo practico

Distribuciones a priori utilizadas:

— Informativa: Beta(235.6,87.5)
Construida con los datos histéricos
f1980 = 0.685, 01951 = 0.759, ..., 01986 = 0.745

— No informativa: BP(pg = 1,90 = 1) que permite el analisis
“conjugado”.
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Un ejemplo practico

predigtiva.pdf

Figure: Distribucién a posteriori 7(xz¢|y;) para los datos de Doray (1996).

total __

Valor estimado global: yj9g; = 1907.
Intervalo bayesiano al 95% : [1780, 2055]
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Conclusiones

@ El problema IBNR puede resolverse de forma sencilla mediante
un modelo bayesiano con datos incompletos.

@ La distribucion MBT es adecuada para dicho analisis.

@ Las a priori utilzadas muestran buenas propiedades estadisticas
y tratables analiticamente.

@ Los datos faltantes no son mas que las estimaciones obtenidas
de la distribucién predictiva de x;.
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Muchas gracias por la atencién!!!
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