PROBLEMES D’ALGEBRA ABSTRACTA
[. TEORIA DE GRUPS
Curs 09-10

1. Sigui G un grup. Comproveu que ’element neutre de G és tnic, que cada

element de G té un tnic invers i que (zy) ™' =y lz7!.

2. Demostreu que en un grup G, per a qualsevol parell d’elements z,y € G,
I'ordre de xy coincideix amb 'ordre de yzx .

3. Sigui G un grup i z € G un element d’ordre n. Demostreu que ord(z 1) =
n ique si k € N, llavors ord(z*) = n/ med(n, k).

4. Demostreu que si H és un subgrup de G i g € G, aleshores ¢ 7' Hg també
és subgrup de G.

5. Demostreu que la funcié exponencial estableix un isomorfisme entre el
grup additiu (R, +) i el grup multiplicatiu (R*,-).

6. Sigui w € C una arrel cibica primitiva de la unitat. Demostreu que les
matrius

(o) (5 2)(5 2) (Vo) (2 5)(&7)

formen un grup amb la multiplicacié. Establiu un isomorfisme entre aquest
grup i el grup simetric Gs.

7. Demostreu que el grup additiu (Q, +) i el grup multiplicatiu (Q*,-) no
son isomorfs.

8. Sigui f : G; — G5 un homomorfisme de grups. Comproveu que si H; és
subgrup de Gy, f(H;) ho és de G5 i que si Hy és subgrup de Gy, f~'(H>) ho
és de G. Comproveu, a més, que si Hy és normal a Gy, f~1(H,) ho és a G
pero que, en canvi, si H; és normal a G llavors f(H7) no té perque ser-ho a
G5 i I'inic que es pot assegurar és que és normal a Im f.

9. Comproveu que InnG = {~, : x — axa™'|a € G} és un subgrup normal
de Aut G.

10. Demostreu que si un grup G té un subgrup propi d’index finit, també
té un subgrup normal propi d’index finit.



11. Sigui H un subgrup de Z(G). Proveu que si G/H és ciclic, G és abelia.

12. Sigui A un grup abelia finit. Demostreu que si 'ordre de A es divideix
per un primer p, aleshores existeixen elements a A d’ordre p.

13. Siguin G un grup ciclic amb generador z i H un subgrup de G. De-
mostreu que H és ciclic amb generador % on k és el minim del conjunt
{m e N:a2™ e H}. Quin és l'ordre de H?

14. Demostreu que

a) Els subconjunts nZ sén tots els subgrups de Z.

=3

)

) Tot grup ciclic és isomorf a Z o a Z,, = Z/nZ per a algun n > 0.
¢) Tot subgrup i tot quocient d’un grup ciclic és ciclic.

)

d) Per a cada enter d | n, el grup Z, (i, per tant, tot grup ciclic d’ordre

n) té exactament un subgrup d’ordre d.
) Zp X Loy, == L, i, 1 només si, med(n, m) = 1.
e) El grup Z té dos generadors, 1 i —1. El grup Z, té ¢(n) generadors.

f) El grup Aut Z és isomorf a Z/27 i AutZ,, és isomorf a Z7.

15. Doneu un exemple de grup no ciclic tal que tots els seus subgrups propis
siguin ciclics.

16. Identifiqueu el grup diedral D,, com a subgrup de G,,.

17. Siguin a,b elements d’ordre 2 a un grup G tals que ab te ordre n > 3.
Demostreu que (a, b) és isomorf al grup diedral Ds,.

18. Trobeu el reticle de subgrups de Dg. Observeu que encara que el grup
no és abelia tots els seus subgrups propis séon abelians.

19. Calculeu l'ordre de tots els elements del grup diedral Dy,. Si n és un
nombre primer, calculeu-ne els subgrups i digueu quins sén normals.

20. Siguin H i K subgrups d'un grup G. El conjunt H K no sempre és un
grup, pero, com que és una reunio de classes laterals per I'esquerra de K,
podem definir [H K : K] com el cardinal d’aquest conjunt de classes laterals.
Comproveu les férmules segiients:

a) |HK||H K| = |H| - |K].
b) [HK : K] = [H : HN K].



21. Siguin H i K subgrups d'un grup GG. Demostreu que:
a) El conjunt HK és un subgrup de G si, i només si, HK = KH.
b) Si H és normal a G aleshores HK és un subgrup de G.
c) Si H i K sé6n normals a G, HK també ho és.

22. Siguin G i G5 dos grupsi ¢ : Go — Aut G; un homomorfisme de grups.
Fem servir la notacié °a per indicar ¢(b)(a). Sobre el producte cartesia
GG1 X (G5 definim l'operacié

(al, bl)(a27 b2) = (&1 bla2> blbz)-

a) Demostreu que G; X Go amb 'operaci6 definida té estructura de grup.
Aquest grup s’anomena producte semidirecte de G i Gy (respecte ¢) i
s’escriu G Xy Go.

b) Considereu el cas G| = Z,, Ga = Zs i ¢ 'homomorfisme que envia el
generador de Zs, a I’automorfisme de Z,, donat per a — —a. Demostreu
que el producte semidirecte Z,, x4 Zy és isomorf al grup diedral Ds,,.

c¢) Considereu el cas G; = A un grup abelia, Gy = Zs i ¢ ’homomor-
fisme que envia el generador de Zs a l'automorfisme de A donat per
a — —a. Calculeu explicitament la cadena de derivats del grup A x 47,
i demostreu que aquest grup és resoluble.

23. Siguin a i b elements d'un grup G. El commutador de a i b és
[a,b] = aba b .
S’anomena aixi perque ab = [a,b] ba. Si S, T C G sén subconjunts, posem
[S,T) = (la,b] |a € S, beT).
El subgrup G’ = [G, G] es diu el grup derivat de G. Comproveu que:

a) G’ és un subgrup normal de G amb quocient G/G" abelia.

b) Tot homomorfisme G — A en un grup abelia factoritza a través de

G/G".

c) G’ és el més petit subgrup normal de G amb quocient abelia.



24. Trobeu el subgrup derivat d’un grup diedral D,,. Identifiqueu el grup
Do,/ D},

25. Considerem la cadena de grups derivats
GO =q, ¢V =q¢, .. .,6 ¢ =q®

Demostreu que G és resoluble si, i només si, G = 1 per a algun n.

26. Lema de Burnside. Sigui G un grup finit operant a un conjunt finit
X. Per a cada a € G diguem n, al nombre de punts fixos per a; és a dir,
ne = #{r € X | ar = z}. Demostreu que

1
IG\X|=—= ) na.
P

acG

Indicacié: compteu el nombre de parells (a,z) € G x X tals que ax = z.

27. Sigui GG un grup operant a un conjunt X. Una relacié d’equivaléncia ~
a X es diu compatible amb 'acci6 de G si © ~y = ax ~ ay. En tal cas,
tenim una accié natural de G sobre el conjunt de classes d’equivalencia X/ ~.
L’accié de G sobre X es diu primitiva si les iniques relacions d’equivalencia
compatibles amb 'acci6 sén la trivial (dos elements sempre estan relacionats)
i la d’igualtat.

Demostreu que una acci6 transitiva és primitiva si, i només si, 1’estabilit-
zador GG, d'un element qualsevol és un subgrup propi maximal de G.

28. Una acci6 es diu k-transitiva si donats xy,..., 25 1 y1,...,ys, dos con-
junts de k elements diferents de X, existeix un element a € G tal que

ary =Y,...,ar = Yg.

a) Es clar que &, opera n-transitivament sobre el conjunt {1,...,n}.
Quin és el grau de transitivitat de 2,7

b) Demostreu que tota acci6 2-transitiva és primitiva.

29. Sigui G un grup.

a) Proveu que si H és un subgrup normal de G, aleshores G/Zs(H) és
isomorf a un subgrup de Aut(H). Per a quins H és el subgrup trivial?

b) Proveu que si G és finit i H n’és un subgrup normal de cardinal el més
petit primer que divideix |G|, aleshores H C Z(G).

¢) Suposeu que |G| = pg amb p,q primers tals que p < ¢gip1fq— 1.
Demostreu que G és ciclic.



30. Considerem el grup dels quaternions
Hy=<ab|la*=ea*=0*ba=a'b>.

Escriu tots els elements de Hg. Demostra que en té 8.

)
b) Calcula l'ordre de tots els elements de Hg. Demostra que Hg
) Fes la partici6 del grup Hg en classes de conjugacio.

)

Troba tots els subgrups de Hg. Dibuixa el reticle de subgrups. Digues
quins sén normals.

e) Troba el derivat de Hs.

f) Troba el centre de Hs. Prova que Hg/Z(Hg) és abelia, digues quina és
la seva estructura i quants subgrups té.

g) Demostra que Hg és resoluble.

h) Demostra que no hi ha cap accié transitiva de Hg que doni lloc a un
monomorfisme Hg < Sy.

31. Sigui p el més petit nombre primer que divideix l'ordre d’un grup G.
Demostreu que tot subgrup d’index p a G és normal.

32. Sigui G un grup d’ordre p?, p primer. Demostreu que G és abelia.

33. Sigui G un grup finit. Demostreu que G és un p-grup si, i només si, tots
els seus elements tenen ordre una potencia de p. Proveu també que G és un
p-grup si, i només si, tots els seus subgrups propis sén p-grups.

34. Demostreu que un grup és producte directe dels seus subgrups de Sylow
si, 1 només si, tots aquests subgrups sén normals.

35. Sigui G un grup d’ordre pg, amb p i ¢ primers diferents. Demostreu que
G és resoluble.

36. Sigui G un grup d’ordre pqr, amb p, ¢ i r primers diferents. Demostreu
que G és resoluble.

37. Demostra que si p i ¢ sén nombres primers, tot grup de cardinal p?q és
resoluble.

38. Siguin A un anell (commutatiu) i G = GLy(A) el grup de les matrius
2 x 2 amb coeficients a A i determinant invertible. Sigui H el subconjunt
de G format per les matrius triangulars superiors. Demostreu que H és un
subgrup de GG, que en general no és abelia pero que sempre és resoluble.



39. Trobeu tots els 3—subgrups de Sylow de Sy x Z/3Z. Demostreu que no
hi ha cap grup simple d’ordre 72.

40. Sigui A ={1,2,4} C Z/7Z. Definim

G:{(S 2) la,d € A, beZ/?Z}.

a) Demostreu que A és un subgrup del grup multiplicatiu (Z/7Z)* i que
G és un subgrup del grup lineal GLy(Z/7Z).

b) Es G abelid? Es simple? Es resoluble?
c¢) Trobeu explicitament un p-subgrup de Sylow de G per a cada p.

d) Doneu una serie de composicié de G.

41. Siguin G un grup finit simple, i H un subgrup de G. Demostreu que
|G| divideix [G : H]!. Concloeu que tots els grups d’ordre 4p o 4p* (amb p
primer) sén resolubles.



PROBLEMES D’ALGEBRA ABSTRACTA
I1. Anells
Curs 09-10

n
1. Proveu que A = {Q_k | n,k € Z} és un anell i trobeu les seves unitats.

2. Sigui p un nombre primer. Considereu el conjunt

n
Ep:{a|n7m€Z, pfm}.

Proveu que E, és un anell i trobeu les seves unitats. Demostreu que el conjunt

I, = {2 € E, tals que p | n} és un ideal de E,. Descriviu el quocient £,/ I,.
m
3. Siguin A i B anells.

i) Proveu que el grup d’unitats de A x B és isomorf al producte directe
dels grups d’unitats A* i B*.

ii) Proveu que I = A x 0 és un ideal de A x B i que (A x B)/I és isomorf
a bB.

4. Sigui a un ideal de I'anell A. Proveu que
Amn(a) ={z € A:za=0Va € a}

és també un ideal de ’anell A. S’anomena anullador de a.

5. Siguin G un grup abelia i A = End(G). Demostreu que A és un anell
unitari. Doneu un exemple de grup G per al qual A sigui commutatiu i
proveu que End(Z x Z) és no commutatiu.

6. Siguin A un anell i a € A*. Demostreu que I'aplicacié de A en A definida
per o — axa~! és un automorfisme de A

7. Caracteritzeu els divisors de zero de 'anell de matrius Ms(R).



8. Donats m € Z,, definim

Apn = {( Z ”;b ) € My(Z,)|a,b € Zn}

i) Demostreu que A,,,, és un subanell commutatiu de M(Z,,).
ii) Proveu que Aj7 és un cos.
iii) Proveu que l'aplicacié

¢ Aszr — As 7

a 3b a 5(3b)
b a 3b a
és un isomorfisme d’anells.

iv) Proveu que A7 no és un cos.

9. Dos ideals a i b d'un anell A sén coprimers si a +b = A. Analogament
es defineix el concepte de coprimers per a una familia finita d’ideals i el de
coprimers dos a dos. Si aq,...,a, sén coprimers dos a dos, demostreu que:

1. ayiag---a, sén coprimers,

2. Hai = Na,.

10. Teorema xines del residu. Siguin aq,...,a, ideals coprimers dos a dos.
Demostreu que donats elements x; € A existeix un element x € A tal que
r =x; (mod ;) per a tot .

11. Siguin ay,...,a, idealsd’'unanell Ai¢p: A — (A/a;)x---x(A/a,) I'ho-
momorfisme que és la projeccié canonica sobre cada coordenada. Comproveu
que ker ¢ = (" a; 1 que ¢ és exhaustiva si, i només si, els a; sén coprimers dos
a dos.

12. Siguin A un anell i a un ideal de A. Demostreu que hi ha una corres-
pondencia bijectiva entre el conjunt d’ideals primers de A que contenen a i
el conjunt d’ideals primers de 'anell quocient A/a.

13. Sigui A un anell. Un element a € A s’anomena nilpotent si existeix un
n > 1 tal que a™ = 0. Demostreu que la suma d’un nilpotent i una unitat és
una unitat.



14. Sigui Z[i] = {a+bi € C | a,b € Z} T'anell dels enters de Gauss.
Demostreu que les seves unitats sén {£1,+i} i que N : Z[i]| — Z definida
per N(z) = 2z = |z|* és una norma euclidiana.

15. Demostreu que I = {f € Z[x] : f(0) és parell } és un ideal de Z[z], que
és maximal i que no és principal.

16. Sigui f(X) = ay+ @ X + -+ + @, X™ un polinomi amb coeficients en
I’anell A. Demostreu que:

a) f és una unitat si, i només si, ay és una unitat i els a; sén nilpotents
per a i > 0.

b) f és nilpotent si, i només si, tots els a; ho sén.

¢) f és un divisor de zero si, i només si, existeix una constant no nulla
a € A tal que af = 0.

17. Sigui A un anell en el qual 2 no és un divisor de zero. Un polinomi
f(X1,...,X,) € A[Xy,...,X,] (amb n > 2) és alternat si, per cada per-
mutacié o € &,, f(X,a),...,Xom)) = (sgno)f(Xy,...,X,). Comproveu
que A = Hi<j (X; — Xj) és un polinomi alternat. Demostreu que els poli-
nomis alternats son els de la forma Af, amb f un polinomi simetric.

18. Siguin f,g € K[X] dos polinomis amb coeficients en un cos K. De-
mostreu que disc(fg) = disc f disc g Res(f, g)%.

19. Sigui p un nombre primer. Calculeu el discriminant del polinomi ci-
clotomic ¢,(X) = (X? —1)/(X —1) € Z[X].

20. Matriu de Sylvester. Siguin f(X) = Ao X"+ -+ A, i g(X) = BoX™+
-+ 4+ B,, dos polinomis amb coeficients en un cos K. Considereu la matriu
quadrada de dimensié n +m

Ap A,
A A,
_ AO An
M=1p B,
By B,,
By B,

Demostreu que Res(f,g) = det M. Indicacié: multipliqueu M per la matriu
de Vandermonde que té a les columnes les arrels de f(X) i les de g(X).



21. Siguin f, g € K[X] polinomis de graus n i m, respectivament amb coefi-
cients en un cos K. Demostreu que existeixen polinomis 7 i s, de graus menors
que m i n, respectivament, tals que Res(f, g) = f(X)r(X) + g(X)s(X).

Indicacid: considereu el sistema lineal sobre A[X] que té per matriu la
matriu de Sylvester d’aquests polinomis, per soluci6 el vector

(Xmm=l xmm=2 X)),

i plantejeu-vos la seva resolucié per Cramer.

22. Si A[X] és factorial, demostreu que per a qualssevol f, g € Alx] és
Res(f,9) =0 <= (f.9) #1.

23. Demostreu que els elements nilpotents sén un ideal de 'anell A. Se
I’anomena radical de A i es denota Rad A.

24. Demostreu que el radical d'un anell és la interseccié de tots els seus
ideals primers. Indicacié: si a € A no és nilpotent, apliqueu el lema de Zorn
al conjunt dels ideals que no contenen cap potencia de a i comproveu que un
element maximal d’aquest conjunt és un ideal primer.

25. Definiu el radical d’un ideal a € A (de dues maneres diferents, corres-
ponents als dos exercicis anteriors). Comproveu que Rad(Rad a) = Rad a.
Definiu el radical d’un element en un domini d’ideals principals. Que és el
radical d’un nombre enter?

26. Un anell local és un anell que té un unic ideal maximal.

a) Siguin A un anell i m un ideal tal que tot element de A \ m és una
unitat. Demostreu que A és local i que m és el seu ideal maximal.

b) Siguin A un anell i m un ideal maximal tal que tot element de la forma
1+ 2z, x € m, és una unitat. Demostreu que A és local.

27. Demostreu que si I, J son ideals d’un anell A i p és un ideal primer de
A que conté I N J, aleshores o bé I C p o bé J C p.

28. Demostreu que si 2 + Az + B € Z[z| és irreductible, aleshores el seu
discriminant és un enter diferent de 0, +1.

29. Demostreu que si A és un anell (unitari commutatiu) finit, tot ideal
primer de A és maximal.

30. Considereu el morfisme Z[X| — Zo[X] — Zo[X]/(X3 + X +1) obtingut
per composicio del morfisme de reduccié dels coeficients modul 2 amb la

4



projeccié al quocient. Proveu que és exhaustiu i que el seu nucli és m =
(2,X3+ X +1). Es m un ideal principal?

31. Demostreu que si un anell A té algun ideal primer sense divisors de zero,
aleshores A és integre.

32. Sigui A un anell commutatiu i unitari. Fixem a un element no nul de
A. Proveu que existeix un ideal propi de A maximal entre els ideals que no
contenen a.

33. Proveu que els elements de la forma +(1++/2)" amb n € Z sén totes les
unitats de I'anell Z[v/2]. (Indicacié: si u és una unitat amb 1 < u < 1+ /2,
aleshores u = 1.)



PROBLEMES D’ALGEBRA ABSTRACTA
[II. COSSOS I TEORIA DE GALOIS
Curs 09-10

1. Demostreu que si K té caracteristica p > 0, 'aplicacié a — a? és una
immersi6 K — K que deixa fixos precisament els elements del cos
primer.

2. Demostreu que tot cos finit és perfecte.

3. Sigui K un cos finit de caracteristica p. Demostreu que tot element de
K és algebraic sobre el cos primer Z,.

4. Sigui K un cos de caracteristica diferent de 2. Demostreu que tota
extensié F/K de grau 2 és de la forma F = K(«a), on a € F és tal que
2
o e K.

5. Siguin p i ¢ primers diferents. Proveu que /g ¢ Q(\/p), que el grau

[Q(vP, va) : Q] és 41 que Q(y/p, /q) = Q(\/p + /7).
6. Demostreu que Q(v/a, vb) = Q(y/a + vb) per a tot a,b € Q.

7. Siguin Fy, Fy cossos intermedis de I'extensié finita £/K. Demostreu
que si els graus [F) : K| i [F; : K] sén relativament primers, aleshores
el grau de la composici6 és [F1Fy : K| = [F} : K|[F; : K].

8. Siguin F}, F5 subcossos d'un cos F i o : E — L una immersié. De-
mostreu que (FyFy)? = FYFy.

9. Sigui £ = K(S), i L/K una extensi6. Tota K-immersié K(S) — L
queda completament determinada per la imatge dels elements de S.

Demostreu que una aplicacié o : S — L s’estén a una K-immersié si,
i només si, per a cada polinomi f(Xi,...,X,) € K[X3,...,X,] i cada
familia aq, ..., a, d’elements de S,

flag,...,0) =0 <= f(of,...,a?) =0.

T



10. Siguin f(X), g(X) polinomis amb coeficients en K i L/K una extensio;
els polinomis f i g els podem pensar també com a polinomis de L[X].
Demostreu que:

(a) La divisi6 euclidiana de f per g déna el mateix quan es fa a I’anell
K[X] que quan es fa a L[X]; en particular, el quocient i la resta
tenen coeficients a K.

(b) f]ga K[X]si,inoméssi, f|ga L[X].

(¢) El maxim comu divisor de f i g calculat a K[X] és el mateix que
si el calculem a L[X]; en particular, té coeficients a K.

(d) f 1 g no sén relativament primers a K[X] si, i només si, existeix
una extensié de K en que tinguin una arrel comuna.

(e) Si f ésirreductible a K[X] i té una arrel comuna amb ¢ a alguna
extensi6 de K, f divideix g a K[X].

11. Sigui T" un element transcendent sobre F,. Demostreu que el cos F,(T")
no és perfecte.

12. Siguin F una extensié de K i «, 3 elements de E tals que « és trans-
cendent sobre K i algebraic sobre K (). Proveu que [ és algebraic
sobre K («).

13. Proveu que a = V6 —iv3 i f = V/ /5 — 2i sén algebraics sobre Q.

Calculeu el grau [Q(a) : Q] i proveu que Q(+/5,7) és una subextensié
de Q(f) que té grau 6 sobre Q.

14. Calculeu el polinomi irreductible de a = V3 + /5 sobre els cossos

segiients: Q, Q(V5), Q(v10), Q(v/15).
15. Siguin « i 8 elements algebraics sobre un cos K. Comproveu que si
Irr(o, K; X) = Irr (B, K5 X)),

aleshores els cossos K (a) i K(3) sén K-isomorfs, pero el reciproc no és
cert.

16. Siguin L/K una extensié, F/K una extensié algebraica i K(a)/K una
extensioé simple algebraica.

(a) Demostreu que el nombre de K-immersions K («) — L és igual al
nombre d’arrels diferents del polinomi Irr(«, K; X) al cos L.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

(b) Demostreu que el nombre de K-immersions £ — L és menor o
igual que [E : K.

Sigui £ = K («) una extensié simple algebraica. Digueu com calcular
explicitament el polinomi irreductible d’un element § € E en termes
de Irr(ar, K; X) i de expressio de 5 en la base de les poténcies de a.

Sigui £ = K(a) una extensié simple algebraica, § € E. L’aplicacié
A E — E, Mx) = px és K-lineal. Demostreu que el seu polinomi
caracteristic és una potencia de Irr(5, K; X).

Sigui o un nombre real tal que a* = 5. Estudieu la normalitat de les
extensions de la torre

Q c Q(ic?) C Q(a +ia).

Sigui o una arrel primitiva sisena de la unitat. Trobeu Irr(«, Q; X) i el
seu cos de descomposicio.

Descriviu els cossos de descomposicié dels polinomis segilients:

(a) X® — 7 sobre Q.

(b) X%+ X3+ 1 sobre Q i Q(v/—3).

(¢) XP —1, p primer, sobre Q.

(d) X?* —1, p primer, sobre F,,.
Sigui K un cos de caracteristica diferent de 2, £/K una extensié nor-
mal, i K una clausura algebraica de K que contingui £. Donat un
a € E, demostreu que l'extensié E(y/a)/K és normal si, i només si,

per a tota K-immersié s : ' — K existeix un element b, € E tal que
a® = b2a.

Demostreu que tota extensié algebraica d’'un cos finit és normal.

Demostreu que K és perfecte si, i només si, tota extensio algebraica de
K és separable.

Demostreu que un polinomi de grau primer p, irreductible sobre Q[X],
i que tingui exactament dues arrels no reals, té¢ grup de Galois G,,.
Calculeu el grup de Galois dels polinomis segiients:

(a) X° —4X +2.
(b) X5 —4X2%+2.



26.

27.

28.

29.

30.

(c) X5 —6X2%+3.
(d) X7 —10X°+ 15X +5.
Sigui K un cos de caracteristica diferent de 2 1 F/K una extensié de

Galois de grau 4. Demostreu que Gal(E/K) =~ Zy X Zsg si, i només si,
E = K(a, ) amb «a, 3 € EX K elements tals que o, 3> € Kiaf ¢ K.

Sigui f(X) = X*+aX3+bX?%+cX +d € K[X] un polinomi separable,
iaq,an,as, oy les seves arrels. Diguem 81 = aqag + agay, Po = ajas +
gy, B3 = ajay + azas. El polinomi g(X) = (X — 51)(X — 52)(X —
f3) s’anomena la resolvent ciibica del polinomi f. Comproveu que té
coeficients a K i expresseu-los en termes dels coeficients de f.

Siguin K un cos de caracteristica diferent de 2, ¢ € K ~ K% i F =
K(y/c). Considerem o = a + by/c, amb a,b € K, tal que a ¢ F. Sigui
E = F(y/a). Demostreu que sén equivalents:

(a) E/K és de Galois.
(b) E = F(v/a') amb o/ = a — by/c.

(c) ad/ =a? —b*c € K? o cad € K2

Proveu que, en aquest cas, el grup Gal(E/K) és ciclic si, i només si,
caa € K2

Descriviu els cossos de descomposicio dels polinomis segiients i trobeu
el seu grup de Galois:

)
)
(¢) X2+ X +1 sobre Q, @() Q(v=3).
(d) X3 —5 sobre Q, Q(i), Q w_3>1@(%)
)
)

(g) X*—2X?—2 sobre Q.
Determineu el grup de Galois dels polinomis segiients:

(a) X3 —10 sobre Q, Q(+v/2) i Q(+/=3).
(b) X3+ 3X + 1 sobre Q.
(c) X3 — X — 1 sobre Qi Q(v/—23).
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(d
e) X*+ X + 1 sobre Q.

) X4 —2X3 4+ 2X? + 2 sobre Q.

(e)

(f) X* — p, p primer, sobre Q, Q(\/p) 1 Q(¢).
)
)

(g) (X2 —2)(X?—3)(X?—-5)(X?*—T7) sobre Q.
(h) X4 —t sobre R(t), t transcendent sobre R.

31. Determineu el grup de Galois sobre el cos de funcions en una variable
C(t) dels polinomis segiients:

(a)

(b) X3 +tX + 1.
) X

(

(c - X -t
d) X?— X +t.
(e) X3 —2tX +t
(f) X34+12X —

32. Siguin K un cos de caracteristica diferent de 21 f(X) € K[X]. Quin
és el grau del polinomi

g9(X) = Resultant(f(7), f(X = T),T)?

Demostreu que f i g tenen el mateix cos de descomposicié. (Suposeu
fixada una clausura algebraica de K).

33. Sigui f(X)= X*+ aX?+ V? un polinomi irreductible de Q[X].

(a) Calculeu el discriminant de f.
(b) Proveu que el grup de Galois de f és isomorf a Zy x Zs.

(c) Trobeu el reticle de subcossos d'un cos de descomposicié de f.

34. Sigui f € Q[z] un polinomi irreductible de grau n i sigui G el seu grup
de Galois sobre Q. Proveu que si G és abelia, aleshores G té ordre n.

35. Demostreu que si p és primer, el grup de Galois del polinomi a? — 2 €
Q[z] és isomorf al grup de matrius

G:{(S Il’) | a,be]Fp,a#O}.
o {(30) 1 ees).

5

Considereu



36.

Descriviu I'extensié F'/Q corresponent a aquest subgrup H. Hi ha altres
subextensions del mateix grau [F': Q]?

Sigui f(x) € Q[z] un polinomi irreductible de grau 3 amb exactament
dues arrels no reals. Siguin oy = a + bi, as = a — bi i az = c¢ les seves
arrels, amb a, b, c € R.

(a) Calculeu A(f) en termes de a, b, c.
(b) Calculeu Galg(f).

(c) Sigui E el cos de descomposicié de f. Construiu el reticle de
subextensions de E.

(d) Calculeu els graus [Q(a) : Q] i [Q(ib) : Q).



