Ideales de curvas moéviles y su interaccion con el
disefio asistido por computadoras

Carlos D'Andrea

28 de setiembre 2015

E=s=d  UNIVERSITAT DE BARCEL 1)_\.\‘

Carlos D'Andrea

Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



From Wikiversity

Carlos D'Andrea

Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



From Wikiversity

Computer-aided geometric design deals with
the mathematical description of shape for use in
computer graphics, numerical analysis, approximation

theory, data structures, and computer algebra.
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From Wikiversity

While this field may be mathematical in nature, it is
specifically geared toward use in computer science
and in engineering fields, making it a field that

stretches across several disciplines.
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Concepts
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Concepts
m Primitives (lines,points,vectors,etc.)
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Concepts
m Primitives (lines,points,vectors,etc.)
m Bézier Curves
m Power and Bernstein polynomials
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Concepts
m Primitives (lines,points,vectors,etc.)
m Bézier Curves
m Power and Bernstein polynomials

m B-splines/NURBS
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Concepts
m Primitives (lines,points,vectors,etc.)
m Bézier Curves
m Power and Bernstein polynomials
m B-splines/NURBS
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m Free-form Deformation
m Tensor-product surfaces

s méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Concepts
m Primitives (lines,points,vectors,etc.)
m Bézier Curves
m Power and Bernstein polynomials
m B-splines/NURBS
m Algebraic Geometry
m Free-form Deformation
m Tensor-product surfaces
m Interpolation
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curvas y superficies “en pantalla”

@ 3D-XplorMath File Edit Category Surfaces Documentation Action Sett
060 Breather (Parametric)
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curvas y superficies “en pantalla”

@ 3D-XplorMath File Edit Category Surfaces Documentation Action Sett
060 Breather (Parametric)

m Geometria afin
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curvas y superficies “en pantalla”

@ 3D-XplorMath
060

m Geometria afin
m Geometria proyectiva
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curvas y superficies “en pantalla”

@ 3D-XplorMath
060

m Geometria afin
m Geometria proyectiva
m Topologia real
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De la geometria al algebra
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De la geometria al algebra

Representaciones paramétricas e
implicitas de curvas y superficies
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De la geometria al algebra

Representaciones paramétricas e
implicitas de curvas y superficies

R — R? o
N (1—1&2 2t) x“+y —1=0

14+t27 1+t2
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Curvas y superficies algebraicas

N
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Curvas y superficies algebraicas

N

m En CAGD, el input, el proceso y el output
aritmético deben ser “finitos”
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Curvas y superficies algebraicas

N

m En CAGD, el input, el proceso y el output
aritmético deben ser “finitos”

m Codificacion finita y “corta” (polinomios /
funciones racionales de grado muy bajo)
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Curvas y superficies algebraicas

N

m En CAGD, el input, el proceso y el output
aritmético deben ser “finitos”

m Codificacion finita y “corta” (polinomios /
funciones racionales de grado muy bajo)

m La precision se consigue “pegando” superficies
(splines, etc.)
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Formas implicitas y paramétricas
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Formas implicitas y paramétricas

m Paramétrica: "dibuja” puntos
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Formas implicitas y paramétricas

m Paramétrica: "dibuja” puntos

m Implicita: “separa” regiones
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Pasar de una forma a la otra
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Pasar de una forma a la otra

es Importante
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Pasar de una forma a la otra

es Importante aunque no siempre es
posible

NEINZ,

N

{
\ k \
%
0 7 i = e 0 ;
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De aqui en adelante...
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De aqui en adelante...

(hasta casi el final)
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De aqui en adelante...

(hasta casi el final)
implicitaciéon de curvas en el plano

\ /’Q///

\

N
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Pasando de afin a proyectivo

o 1—t2 2t
T 1420 1422
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Pasando de afin a proyectivo

o 1—t2 2t
T 1420 1422

—
(to:t1) — (B+t8: 8 —t7:2tt)
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Parametrizacién de Curvas planas

o: P = P2
(T_'O : tl) > (a(to, tl) : b(to, tl) : C(l’o7 tl))
m a, b, c € K[Ty, T1], homogéneos del mismo

gradod > 1
m gcd(a, b,c) =1
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Curvas racionales en el plano

La imagen de ¢ es una curva racional plana
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Curvas racionales en el plano

La imagen de ¢ es una curva racional plana

m tiene grado d si ¢ es “casi siempre’ inyectiva
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Curvas racionales en el plano

La imagen de ¢ es una curva racional plana

m tiene grado d si ¢ es “casi siempre’ inyectiva

m tiene género 0, que quiere decir el nimero
(d—1)(d—2)

maximal de puntos maltiples 5
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Curvas racionales en el plano

La imagen de ¢ es una curva racional plana

m tiene grado d si ¢ es “casi siempre’ inyectiva

m tiene género 0, que quiere decir el nimero
(d—1)(d—2)

2
m calcular su ecuacion implicita es relativamente

facil a partir de ¢
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De paramétrico a implicito
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De paramétrico a implicito

Resy(Xz - a(T) — Xo - ¢(T), Xo - b(T) — Xy - ¢(T))

—4AX3 (X5 — X2 = X3)
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La Resultante de Sylvester

Xga(I) — XoC(I) = X2 T02 — 2X0 TO Tl + X2 T12

Xzb(I) — XIC(I) = X2 T02 — 2X1 TO T]_ — X2 T12

ReSI(Xg : B(I) — X() : C(I), X2 : b(I) — X1 : C(I))
Xo —2Xp Xo 0

0 X, —2X, Xo
Xo =2X1 =X 0

0 Xo —2X1 =X

det
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Es una matriz de

L(To, T1, Xo, X1, X2) = wo(T)Xo+wvi(T)X1+va(T) Xz
tal que
’C( TO? Tlv a(I)u b(I)a C(I)) =0
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En nuestro ejemplo...

£1(I, K) = -2 T02 T1X0 +0X1 + (T3 + TO T2)X2
/:,2(1, K) = -2 TO T12X0 + OX1 -+ (TO Tl + T3)X2
£3(I, K) = 0Xo — 27_02 T1X1 + ( — Ty Tl )Xg
LT X) = 0% —2ToT2X + (TeT1 — T3)%,
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En nuestro ejemplo...

£1(I, K) = -2 T02 T1X0 + OX1 + (T3 + TO T2)X2
EQ(I, K) = 27Ty T12X0 + 0X1 + (TO T+ T3)X2
£3(I, K) = 0Xo — 27_02 T1X1 + ( — Ty Tl )Xg
LT X) = 0% —2ToT2X + (TeT1 — T3)%,

X, —2Xo X» O
0 X0 —2X X
X, —2X;, —X» 0
0 X0 —2X; —X

asistido por computadoras



Se puede hacer en grado 17

Li(T,X) = X2 To —(Xo+X1) Th
Lo(T,X) = (—Xo+X1) To +X5 Ty
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Se puede hacer en grado 17

Li(T,X) = X2 To —(Xo+X1) Th
Lo(T,X) = (—Xo+X1) To +X5 Ty

""'l/',:ﬁi'_iizii:\\ | w"/f/

Xo —Xo— X1\ o 2 2
det(_XO_'_Xl X2)—X1+X2 XO

asistido por computadoras



El médulo de rectas moviles

(Hilbert (1890))
Existe p < % y
Pu(T.X), Qq—,(T.X) rectas moviles que siguen a
¢ tal que cualquier otra L5( T, X) que sigue a ¢ es
de la forma

Ps—u(D)Pu(L, X) + G5-a-+1(T)Pa-u(T, X)
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Version Geomeétrica

Existen 1 < % y otras dos parametrizaciones
©ulto, t1), Yg—p(to, t1) de grados 11, d — ju tales que

d(to, t1) = pu(to, t1) A Yg—u(to, t1)

4
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Para el circulo unitario...
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Para el circulo unitario...
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Para el circulo unitario...
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Hilbert's Syzygy Theorem
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Hilbert's Syzygy Theorem

El ideal homogéneo
I = (a(T), b(T), c(T)) C K[To, T1] tiene una
resolucién de Hilbert-Burch del tipo

a.b,c
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Hilbert's Syzygy Theorem

El ideal homogéneo
I = (a(T), b(T), c(T)) C K[To, T1] tiene una
resolucién de Hilbert-Burch del tipo

a.b,c

0 — [T 5 k(TP 25 [T

Una 1 -base de la parametrizacén es una base de
Syz(l) como K[T]-mdédulo
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i Por qué interesan estas bases?
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i Por qué interesan estas bases?

Ecuacién implicita

Rest (Pu(T, X), Qu—u(T, X))
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i Por qué interesan estas bases?

Ecuacién implicita

Rest (Pu(T, X), Qu-u(T, X))

Busé-D (2012)

Si B es una matriz de Bézout y S una de Sylvester, entonces

X2 S(IP/I,(I7K)7 Qd—,u,(Ia K)) =M- B(aX2 - CXO; bX2 - CX1)7

con M € K9 inversible
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Un poco de historia

m Sederberg, Saito, Qi, Klimaszewski. (1994), Curve
implicitization using moving lines, Computer Aided
Geometric Design 11, 687-706

m Sederberg, Chen. Implicitization using moving curves
and surfaces. Proceedings of SIGGRAPH 1995,
301-308.

m Sederberg, Goldman, Du. (1997), Implicitizing rational
curves by the method of moving algebraic curves,
J. Symbolic Comp. 23, 153-175

m Cox., Sederberg, Chen. (1998), The moving line ideal
basis for planar rational curves, Computer Aided
Geometric Design 15, 803-827
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Cdnicas moviles, cibicas moviles,..
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Cdnicas moviles, cibicas moviles,..

3i(T)X5 + bi(T)XoX1 + ¢i(T) XoXo + dj(T)XT +
e(T) X1 Xo + f(T) X3
es una cénica movil que sigue a la parametrizacion
Si
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Cdnicas moviles, cibicas moviles,..

ai(T)XE + bj(T)Xo X1 + ¢;(T) XoXo + di(T)X? +
&(1)X:X + (1)

es una cénica movil que sigue a la parametrizacion

3j(T)a(T)* + bi(T)a(T)b(T) + ¢;(T)a(T)c( )

di(T)b(T )+eJ(T)( T)c(T) + f(T)e(T)?

|~|
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El método de las curvas moviles
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El método de las curvas moviles

La ecuacién implicita se puede calcular como un
determinante pequeiio con

algunas rectas moviles
algunas cénicas moviles
algunas ctbicas méviles
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El método de las curvas moviles

La ecuacién implicita se puede calcular como un
determinante pequeiio con

algunas rectas moviles
algunas cénicas moviles
algunas ctbicas méviles

cuanto mas concentradas estan las
singularidades, mas simple es |a descripcion del
determinante

Carlos D'Andrea
Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Ejemplo (Sederberg & Chen 1995
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Ejemplo (Sederberg & Chen 1995

La ecuacién implicita de una cuértica se puede
escribir como un determinante 2 x 2.
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Ejemplo (Sederberg & Chen 1995

La ecuacién implicita de una cuértica se puede
escribir como un determinante 2 x 2.
Si la curva tiene un punto triple, una fila es lineal y la
otra, cubica
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Ejemplo (Sederberg & Chen 1995

La ecuacién implicita de una cuértica se puede
escribir como un determinante 2 x 2.
Si la curva tiene un punto triple, una fila es lineal y la
otra, cubica
Si no, las dos filas son cuadraticas

Carlos D'Andrea
Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Una cuartica con punto triple
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Una cuartica con punto triple

H(to, t1) = (tg — tf : —t3t7 : tot3)
F(Xo, X1, Xo) = X& — XE — XoXi X2
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Una cuartica con punto triple

H(to, t1) = (tg — tf : —t3t7 : tot3)
F(Xo, X1, Xo) = X& — XE — XoXi X2

NG
\\ Vi
//,
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Una cuartica con punto triple

H(to, t1) = (tg — tf : —t3t7 : tot3)
F(XOaXIaXZ) - Xz4 - X14 - X0X1X22

NG
\\ Vi
//,

, X) = ToXo+ T Xy
L13(T,X) = To(XP+XoX3) + T1 X3

X2 X
X34+ XoX2 X3
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Una cuartica sin puntos triples

H(tg : t1) = (tg : 63t — 4t} : At3ty — biot?)
F(X) = X} +4Xo X3 +2X0 X0 X2 — 16X2X2 — 6X2X2 +16X3X,
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Una cuartica sin puntos triples

H(tg : t1) = (tg : 63t — 4t} : At3ty — biot?)
F(X) = X} +4Xo X3 +2X0 X0 X2 — 16X2X2 — 6X2X2 +16X3X,
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Una cuartica sin puntos triples

H(tg : t1) = (tg : 63t — 4t} : At3ty — biot?)
F(X) = X} +4Xo X3 +2X0 X0 X2 — 16X2X2 — 6X2X2 +16X3X,

€1,2(Iv X) = To(XiXo — XoXo) + Ta(—XZ — 2Xo X1 + 4X3)
L1o(T,X) = To(XZ+ 3XF —2XoX1) + T1(XoXo — X1.X2)
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Singularidades concentradas...
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Singularidades concentradas...

Si la curva tiene un punto de multiplicidad d — 1
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Singularidades concentradas...

Si la curva tiene un punto de multiplicidad d — 1 Ia
ecuacién implicita se consigue como un determinante

L(X LX)
Qu-1(X) Qf(X)
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. no sabemos...
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. no sabemos...

;qué rectas moviles?
i qué conicas moviles?
jqué clbicas moviles?
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El Algebra de Rees asociada a la parametrizacion

Cox, D. The moving curve ideal and the Rees
algebra. Theoret. Comput. Sci. 392 (2008), no. 1-3,
23-36.
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El Algebra de Rees asociada a la parametrizacion

Cox, D. The moving curve ideal and the Rees
algebra. Theoret. Comput. Sci. 392 (2008), no. 1-3,
23-36.

ICs := {curvas méviles que siguen a ¢} = nicleo de

K[TO, T17X07X17X2] — K[TO, Tl,S]

T; = Ti

Xo — a(T)s
X1 — b(I)S
X5 —  c(T)s
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El Algebra de Rees asociada a la parametrizacion

Cox, D. The moving curve ideal and the Rees
algebra. Theoret. Comput. Sci. 392 (2008), no. 1-3,
23-36.

ICs := {curvas méviles que siguen a ¢} = nicleo de

K[TO, T17X07X17X2] — K[TO, Tl,S]

T; = T;

Xo — a(T)s
X1 — b(I)S
X5 —  c(T)s

“El ideal curvas méviles que siguen a ¢
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El método de las curvas moviles
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El método de las curvas moviles

La ecuacién implicita se obtendria como el
determinante de una matriz
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El método de las curvas moviles

La ecuacién implicita se obtendria como el
determinante de una matriz

algunos generadores minimales de KCy
y relaciones entre ellos
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El método de las curvas moviles

La ecuacién implicita se obtendria como el
determinante de una matriz

algunos generadores minimales de KCy
y relaciones entre ellos

Cuanto mas concentradas estan las singularidades,
mas simple es |a descripcién de /Cy
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Nuevo Problema
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Nuevo Problema

Calcular un sistema minimal de
generadores de Cy
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Nuevo Problema

Calcular un sistema minimal de
generadores de [y para cualquier ¢
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Nuevo Problema

Calcular un sistema minimal de
generadores de [y para cualquier ¢

Se sabe para
m 1 = 1 (Hong-Simis-Vasconcelos,
Cox-Hoffmann-Wang, Busé, Cortadellas-D)
m ;o = 2(Busé, Cortadellas-D, Kustin-Polini-Ulrich)
n (’C¢>(172) # 0 (Cortadellas- D)

m Parametrizaciones monomiales (Cortadellas-D)
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Una primera aproximacion
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Una primera aproximacion

Calcular ng(KCy), el nimero de
generadores minimales de Ky
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Una primera aproximacion

Calcular ng(KCy), el nimero de
generadores minimales de Ky

Mostrar que si ¢ es "'mas singular”
que ¢’ entonces ny(KCy) < no(KCy)

s méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Carlos D'Andrea

Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras




La curva tiene o bien

m un punto de multiplicidad d — 2
-0 (%)
(Cortadellas-D, Kustin-Polini-Ulrich)
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La curva tiene o bien

m un punto de multiplicidad d — 2
-0 (%)
(Cortadellas-D, Kustin-Polini-Ulrich)
m 0 solo puntos dobles

np =0 (%2) (Busé)

(\\/ /
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Otros problemas

Carlos D'Andrea

Ideales de curvas méviles y interaccién con el disefio asistido por computadoras



Otros problemas

m Describir todos los posibles
valores y parametros de los que
depende la funciénng(/Cy)

s méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Otros problemas

m Describir todos los posibles
valores y parametros de los que
depende la funciénng(/Cy)

m  Existe un valor genérico para

no(lC¢)?
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Otros problemas

m Describir todos los posibles
valores y parametros de los que
depende la funciénng(/Cy)

m  Existe un valor genérico para
no(/Cy)?7 i Es este el valor maximo?

s méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Otros problemas

m Describir todos los posibles
valores y parametros de los que
depende la funciénng(/Cy)

m  Existe un valor genérico para
no(/Cy)?7 i Es este el valor maximo?

mjEn qué "regiones’ es ny(/Cy)
constante?
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i.Solo curvas en el plano?
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Superficies racionales

Ps P2
t=(ty: ty:
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Superficies racionales

Ps P2
t=(ty: ty:

iHay puntos base!
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Implicitacién via

m Resultantes Macaulay, Dixon,
Gelfand-Kapranov-Zelevinskii, ...
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Implicitacién via

m Resultantes Macaulay, Dixon,
Gelfand-Kapranov-Zelevinskii, ...

m Determinantes de complejos Botbol, Busé,
Chardin, Jouanlou, ...
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Implicitacién via

m Resultantes Macaulay, Dixon,
Gelfand-Kapranov-Zelevinskii, ...

m Determinantes de complejos Botbol, Busé,
Chardin, Jouanlou, ...

m Matrices de representacion Botbol, Busé,
Chardin, Dickenstein, ...
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Implicitacién via

m Resultantes Macaulay, Dixon,
Gelfand-Kapranov-Zelevinskii, ...

m Determinantes de complejos Botbol, Busé,
Chardin, Jouanlou, ...

m Matrices de representacion Botbol, Busé,
Chardin, Dickenstein, ...
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Planos modviles, cuadricas moaviles,..
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Planos modviles, cuadricas moaviles,..

(Sederberg-Chen, Cox-Goldman-Zhang, Busé-Cox, D,
D-Khetan)
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Planos modviles, cuadricas moaviles,..

(Sederberg-Chen, Cox-Goldman-Zhang, Busé-Cox, D,
D-Khetan)

Diferencias

m El médulo de planos moéviles no es libre
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Planos modviles, cuadricas moaviles,..

(Sederberg-Chen, Cox-Goldman-Zhang, Busé-Cox, D,
D-Khetan)

Diferencias
m El médulo de planos moéviles no es libre

m Hay un concepto de pi-base dado por
Chen-Cox-Liu.
No es facil de calcular
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Algunos resultados
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Algunos resultados

Implicitacion
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Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)

Carlos D'Andrea
Ideales de curvas méviles y su interaccién con el disefio asistido por computadoras



Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)
m Superficies de Steiner (Wang-Chen)
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Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)
m Superficies de Steiner (Wang-Chen)
m Superficies de revolucion (Shi-Goldman)
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Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)
m Superficies de Steiner (Wang-Chen)
m Superficies de revolucion (Shi-Goldman)
m.

Algebras de Rees
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Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)
m Superficies de Steiner (Wang-Chen)
m Superficies de revolucion (Shi-Goldman)
m.

Algebras de Rees

m Superficies “monoid” (Cortadellas - D)
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Algunos resultados

Implicitacion

m Superficies cuadraticas y cibicas

(Chen-Shen-Deng)
m Superficies de Steiner (Wang-Chen)
m Superficies de revolucion (Shi-Goldman)
m.

Algebras de Rees

m Superficies “monoid” (Cortadellas - D)
m Superficies de Jonquiéres (Hassanzadeh- Simis)
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Teoria analoga para

Curvas espaciales

time
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Unos chivos
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Algebralc Representations in
Computer-Aided Design for complEx Shapes

l\[ther ATHENA Research & Innovation Center
coordinator),

U e (Spain), INRIA (France),
Kepler U. Linz (Austria), SINTEF (Norway)
U. Strathclyde (UK), T.U. Wien (Austria), ’
Evolute GmbH (Austria).
Hellenic Reglster of  Shipping
(N ), ler Software (Fran
a), ITT s, (Ul\)

13 Open Phd Positions

di.uoa.gr/ proje
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ARCADES

Algebraic Representations in Computer-Aided Design
for complEx Shapes
Marie Sklodowska-Curie European Training Network,

2016 — 2019
ATHENA Research & Innovation Center, U. Barcelona, INRIA, J. Kepler
U. Linz, SINTEF, U. Strathclyde, T.U. Wien, Evolute GmbH

* X 5%
* *

* *
* 4 X

[HORIZON2020
Marie Sktodowska-
Curie actions
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13 Open Phd Positions (2016)

http://erga.di.uoa.gr/pro
jects/main.html#arcades
(emiris@athena-innovation.gr)




Computational Algebra, Algebraic Geometry
& Applications

Conferencia en honor a Alicia Dickenstein
Buenos Aires, 1 al 3 de agosto de 2016
http://mate.dm.uba.ar/" coalaga/
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Esm=d  unvERsITAT DE BARC Mo‘

http://atlas.mat.ub.es/personals/dandrea
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